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T \ 3 \ S 
mmjm 
m»m& on f r i m n n g t and 
provtd ttmt It d i « a diriVAtloQ oa a ptime r i s g iMieli 
tHnt «<l(«) * <!(«)* t 9 io th« a« i t€ r of A f o r oi^ 4 In R» 
then I i f 4 l a no t a s ^ o 4l€rif4t;leEii E i t eowttt&tlvfk 
Xti eiimpt^ f w€ toaYc ft short proof of tli« fo«i«P*t t h w t o i . 
£9 ^tieptcr I I , «« oimtloiisd tt ie Atodr ttie }»o«iir*« 
t t ieores Ceiiiipt«r X) on U,e aad I'erdiAii l i m i t of R ood protcd 
t u t fo i lo idog t 
( i j I,ct R a p r l a e t l t i f of otiar^ef«Fietlo d i f f t r c o t 
f r o a d S aaS tl a t«|« idoiskl of lU tmt i i^t a nonzero 
d t r iv^ t ion 00 B stieli t h a t f o r a l l « In iiACii) • i t 
l a o«i t«r of lt« ftit/v>tl i t i n the e e o t i r of S» 
i for tovtr , i f B li«t olMirftoteriotio 3 and H i t a i d t ^ l 
v i t h a^ € 0 f<^ CAOti tt € tfeiii 0 i t in the of 
Cii) I f B i t t ^ r i s c riuic of e b a r a o t t r i t t i o no t tqual 
t o a 9 i t « JToraaii i d t t l of I f d i t « Booscro 
d ^ i r t t i o o of !l wi tb itd(ti) • dCiDn i t i s the of R f o r 
t i l It i a tl | tlt«B 0 i t eoo t t io td In t l i t oantcr of B* 
( i i i ) I f H i t t prime ring of e l m r t o t c r i t t i e g and 
0 i t « U t (Jordta) idc t l^of H v i ^ iid(ti) « dCtt}ti i t io the 
e«}t«r of R f o r « l l a in t^htrc d i t a aoo t i ro d t r i v t t i o o of 
It I then tr i t ooacitttativtw 
m h^ve a l t o tbowB hf wxmpleM t l n t ^ t l i t a t t t inpt ioot 
*Lie id ta l* tod »ta i^ ioi* on 17 ( i u t t t f o t i a l * 
u . 
Ito ChAfttp XlSf 8%iiar th f U « s t rnot i t r t of C RfS J* 
I wat provta hf Ataltaiir < t1mt i f i l i « ring 
iihlcli i t no t m o i o ^ a l •l»pX« a i g e l ^ of 4 over « 
f i e l ^ of aodi t i t ao A(tdiUf« of 
» tftUtfriog C C 31 ^  i^i® «itfenr t ^ t 7 
f i t eeota tofd in tHe o t o t f r of IR* lo trhlt 
t a l i s t i t h t atioirt r t t a i t t he fo i lo i i iaf t 
I f fi i t « r i n g aoa i f t i t «o «adi t iv« sabgroitp of 
R taeh t ^ t C f t f B»lt o f , thm f o C If^ 1 
f o r toffi* oootcaro i n t u i t f and J of It T e tbe e<ot t r 
of fi o i ^ ^ t i f E i t of o h ^ a o t t v i t t i f s t «od R Z i t 
siai>lt 4«^ia€8feioQftl. OYcr its emtw* 
%toiotl.79 ^olmtoa | Outealt and fftquli nham the 
fouowio f t I f fi i t a ooQ^at toeiat ive r i n g v i t h tmi ty 
t a t i t f y i o g CxF)® « X.^^® for a U *» r t« « t ® 
ooaantativo* P i r t h a r , dapta liat ghomi « I f R i t a 
oca i -a t toc ia t iv t Piog with uni ty aod t a t i t f i t t (xf)® « 
fo r a i l ie» r »f » t - to r t io i i f t t o i tha B 
i t ooAJitttativot 
Xo Chaptor I f f va g « « r a i i s « the ahota siaotioiiad r a t a i t 
ana hairt tho«o the foUotriog i I f 8 i t a nonfa t too ia t ivo 
riQg with a o i t r and i t t a t i t f i t t any one of t h* foXlovtog t 
( i ) i x r f « i n f 
uu 
<i i ) -
( i i i > C»T)® « 
Civ) 0 JB * a 
f ^ f in and ttertflfv^i R i t f^ tepalon H ' t t 
lAftXf v« f i v i ^ 0B Apiitodlx In whieti t taair « 
piMjit f i n e with fidiysoiiiil. iidKot^ity* Xt nni W t U t 
i t « diivisitsi n o g poiyaosia i sy^x -yx^y t 
i t i s eoismataUvft fffs ^ o o f i s ^ t c ^ m t t i t Catto-Barticr-ffiMi 
tti«or«»« 3ki tM.« ai»p«aaix oar eb j ce t i s to pFov« t h e foUowIng i 
L«t a i>t a c m pPtm^ r l a t i r i ^ wg^ m « y i ^ C tli« 6«it«p e t 
t » f o r a U Xt 7 in B* fti€8 i i i oomstttfttivt* f u t a a t i o o e d 
r t s i i l t OAfi ftito be i^cyftd v i t b l^e l i t lp of p ^ f n c r ' s tfi«e7«ft 
00 poiyooaial. i d f o t i t y vhts It lias e t i m o t t r i a t i e d i f f e r «ctt 
ttom 8* Ubm It h a t o l i avae te r i t t i e M » ttito m eaooot apply 
Poaa«r*ji ttitor«Mi W* iiav« proved t M i i r taai t ^ aiaipit argoaeota* 
CmttVlCKTh 
This i s e ^ t i t f t h a t ttie eon ten t t of ttolt t h e s i s 
mtl%l9A * U t so^ lo rdas i t rea te i re l a AS8oei«tiv« Hlngs * 
i s o r l c l a ^ rcseikreh work of Haia Ai^tiir aont aii<S«r 
mf siijpcrvisiQa* 4 pdr t of t h i s vork has a i ready hem ptthXi^sd 
o r acespted tot publlGatioii. 
X f u r t h e r c e r t i f y t h a t the vork of t h i s t h e s i s | e i t he r 
par t i j r OP f t tUy has no t bt tn sahEsittid to any o the r ins t i t t t t i on 
f o r the svard of aay other de^ee* 
C C i ^ / 
Countersigned ( w j e e t - S i n i ^ ) 
Sopervisor 
^ A^'Hesd, 
^eptt* of Maths, m i at«t« 
Aiigsrh Huslin Universi ty 
Aligsrh* 
M m m m m m f 
I ^ of cpati t i id* to ay sopctviaor 
Sitrjc«t SSui^f in Iftitliiiiatief, Uim^th m^lim m i t t t * I 
Bi t f f o r tilf aoat volaal^ls i ^ i M e t «a(l a ieoara iescot ^t tr int 
t t i* of t h i s t l i tsUi. 
f «s ttiaokfoii t o f r o f M s o ^ i&iU Etteim 
I>rof€*«or & Iftnup IfasAliiy Rc«dl of thm Oepsoftmmt of i^tli t t tft t iea 
Add 0 t & t i s U « f | Alifar t i ICiiAilm A X i g ^ fo r t i ie i r 
ooQttiKiit and f o r p r o f i ^ l u t vttb a i l t h e 
ii«e«ss«ry f a e m t i « f f o r r c f l w o l i . 
t l a o s r * tlwQict 43.^ ^ e t o t h e CotsielX of a e i « i t i f S e 
and Sii4ottrldl BMiftrebf Wm Otiliit tor «vatdli8g at * researeli 
mioi r t l i lpy wtthoiit vhleli t i n t work i«oiil.d no t liave hem potslMc* 
UiM A^m 
fAKU or coilflilfts 
CH«pta I 
On m thmifm of f&mmt • • 
cnmm n 
Iiit and s t f t t e t a rv In n u g * v i t h 
dcrlTalioDt •• • • t o 
emptm HI 
M e • t rue t i i rc la r l jagt •• • • • • SS 
Qtimm I f 
06 
tti» OofiimwtAtiYlty nf BQO-ASseeiAttve v lags 
A rmATU OB tli« Comata t lv i t j r of e« f t* lo r i i ig t 86 
BibliogpA^I^ 92 
fli« Hm ot U t ifingB and fyrem riogt Im* tota foimd 
t o fTiAt •&9iifi«aii«* In %ti« s t r iae tnr t tliiorsr of fi>«ooUtlv« 
r ing* . of of U t f t n g s and Jordan i^lngft 
ttnoifo la tikt l i t a r a t n r * a r * eooitri iet«d f ron a « f o e l a t i v t r i n f t * 
k t h ^ r m of Bljrkbofr and Witt* i t f i i r t an m a n o i t oonnceHon 
b«tifi»€n fttaoeiaiive r i n t * ^^^ rlnga* t l i lv t t t« i ta i s aa ln ly 
eene«rn€d v i t t i t tudy of Jordan idaaXa in f r iaw 
r lnga with der ivat ion•• p a r t of t b i a tii«aia d fa l a v i t b 
tlt« o o s m t a t i v i t r of ocr ta in ir lnga* I t i a an oateoiBe of 
a<attior«8 o r ig ina l raa«are!i and e r i t i e a i txas inat ion of t h t 
snlileet* f ^ a worlt liaa l»tcn mainir inf lncnocd hf the 
ohea of Ainitair, Bcratain* Baxt t r i tanilcTf PoanoTy f«<i(a>, 
lol»«<ni Ontoaitf Qapta* 
Poanar haa atndied ttia d«riiratioaa on Prisit r inga 
and provtd tha t « if d i a a der ivat ion m a p r i a a r i n g aneti 
t h a t ad (a) « d<«)« i a in tha e « t « r of R f o r aXi a in R, 
th«n« i f d i a no t a aaro dariiration^ i i a o o » u t a t i v t » ta 
Chapter X« va hava gifen a ahort iiroof of tha Potnar«a thfor«i» 
In Ch^M t^ar IZf va oontinue the atndy of P o ^ * r * i th toraa 
<Chapt«r f ) on Z»i« and Jordan idtaXa of a and f > i : / ' - . ; v 
u?a pro? a, t U 
( i ) I«at a b t a p r i aa r i ng of o h a r a o t t r i a t i e d i f f « r e i t 
u* 
tfom S and 9 i«4f 0 ft id««X of It* ItCt d * aeot i^o 
doriUft^loB 00 » Bmh f o r -mil n In % • 
io th« oco t t r of R • thm tt i s i n tt^ emt» 
of fi • i f 8 liao eharae t«7i« l ie 9 mid Q i s « 
U « idsi^i € t f o r m e h tt € f^i tliiii 0 i s in tli# 
o a i t i r of It* 
( i i ) I f B i s a l ^ i a t r i a g of o ^ i M s t s r i s t i e n o t etti»l 
t o S and U i s s Jordim i d ^ of R* t f d i s s ooiisero dtrifa«> 
t i o» of fi w i ^ tid(ti) « d(ti>tt i s in t h t e m t m of it f o r 
All u ia ITy thiQ 0 i s oootftiacd ia ocotcr of R* 
C i i i ) I f B i s ft prime r i o t of o l s i m t c r i s t i o S m& 
0 i s « U s Clordfto) idtft i^of ft with iid(a> « dCti)ti i s io 
t t i t em%& of A for aXi Ii i» 0 , w t o s oooscro 
der ivat ion Of ^m « i s eowtttafeivSt ^ 
liavs a l so sliovB tzaap les t h a t ^ ^ s assai^t ioBS 
• U t id«al» a»d*8(ibrlof« on 0 9J)JL ssscaMai* 
2o ChapttP XHy vs stiidr t b t U t s t r a e t a r s of [ a»R ] • 
I t vas proved W ^sitaiir C i i ttuit : If B i s a sioipls r i o g 
vbioH i s Dot ft o t n t r a l s i ap io aifclMra of d i w t i o o 4 ovsr a 
f i s l d of obarwetsr is t io 8 and f i s a d d i t i f s sabcron^ of 
B s a t i s f r i » f C tf ( fi»H 3 l ^ f t t\m 9lthm f ^ C 1 or 
t i s eoQtaioed i n t l i s e i o t s r of R* to t h i s ehaptsr f s i t r a . 
Xissd t h s oMOtioosd r t a u l t aod proved t l i s f b u o v l o f i 
1U« 
I f » i s 4 ppimt Ting m ^ i f f u m addiUv* sabgraap 
of » ftieh t^t f C 3 I ^ t , thtii t l t b « r f C 3 
f o r mms Qoosfiro I J i»f i or f ^ Z 9 t u t e « i t t r of 
1 oxo^iit i f it i t of e l i a v ^ t c f i i t i o 2 m i n t i a t l a p l o 
otti^ i t s e f o t i r * 
t«e« iUy» ©atoalt m4 Mqialb t i l l ha*® 9hem 
! It M ttoit«*«<fO0l«tiv« wing witik mitrt MmtiwiwiBg 
(xy)^ • f o r a a i y io R, ttotn B i t com ttlsative* 
fmpthew C 1 hua shoiAi t I f » i i 4 iioB«»ft«6oeSAtiv« 
r i a g with a a i t y md • A t i i f y i a g (xy)® « v^j*!^ ® fo r a i i y io R. 
rntmwmf^ M $.9 %hm a i » 
m Cliftpt«r I f gco«rali2iStt ie at)oir« sentiooea r e i a l t 
And 4ioifa t If R i « ^ noii^fttaoeifttilvc i^iog witli 
i io i ty md .yi«ktiafyiiit any ono of t l i t foUonifig 1 
w ( « y f -
<ii> Cxy)® « 
( i i i ) <*y)® « 
( i * ) 3iPy» « 
f o r All Xf y io a^ tbp«0t«pt B i f p. torsioQ f r«« fo r « l l 
p r i s t p o tbtQ II i t eomtkUtir tu 
UBtLy tft hm9 f i v to m i s whieh mt m d y a 
r i o c with polynoaiiil Sd in t i t r* t t proved! br 
Cinpta C93 4 f a r l n c S A t i t f i c s t h t p»X|>i}0iiidLal 
i d f l a t i t y • t i s coMiitAtiv«» p]fi»of l » 
on t h * In t M s appaidtx w o1>j€et 
i c t o prov« foXlowlsg i Iict fi be * nefniprlnt r i ng u^Xk 
- € Z I t h e e®it«p of B , f ^ r a l l Xf y In t t i«i 
B t « Tl:^ ^ aes t io i i td r t s o l t a l so bf provtd 
v i t l i t he help of fommf^s t h ^ r c n (eoi on polynomial Mmtitf 
vhm » has efe«P4ct«ri8tie 6 i t t ^ m t fpoa s* when B has ohayaet* 
c r i s t i e th«i %r« eaonot appljf Waiter*» theorw* Ve hav« 
pVQVed the meatlootdi by simple aritiBi(»its.^ 
F ina l ly t txpresa agr s ioee re thaoka to ffif fri«o<S» and 
ooileagtt ta In tha Deptt. of M a t h ^ a t i e s oaa S t a t i a t i e a , Aligath 
MUialis jd igarht who took keoi iot^i^eat In m ^ ^ ^ 
and helped &e i s var ious y»T»» ^ apeeial tha&ki a re due to 
mm B»0»ai r i | «hoee help w^a of great aae to m* I t a a l l y , hat 
no t t h e l e a g t | I an e«tremelr thaitkfal to Sred Varna ^  vho 
made an m m e l l m t 4oh of t f p i n g t h i s theaiav 
nAH imm 
Dept t . of mthegiaties and S t a t i s t i e a , 
Aligarh Katlin Vniv«Paity« 
Aligarh. India . 
Dated n h of l&rch 
CiAPlER I 
OS A t H H m ^ or 
lotroattctleoy lo t h i s ehaptior i tudy r l o g t v l t h 
derivat ions* I t tras proved M * l>090«r[l@} thi&t i f a i@ 
a prifoe r i ng aod d isasonsero d«riv«tioii of R smb. tha t 
4<a>a i s in tiie eeit tr« of fif ^ ^ ^ R i s ^ 
HcFOt oar maio ob^aet i s to giir« a aliort ptoot ot t h i s thec«>ai» 
F i r s t of a i l ve givc; sotae p r«a . i a i t i a r i^ oQ r i n g s vhieh 
w i l l he used t h i s and s»h8«%Q^t ehaiitars* tts'oaghottt 
Chapters If I I and IXX a l l r i n g s eons ld^cd a r e assoeia t iv ib 
Def in i t ion t#1« a r i n g B i s said t o h t prisi« i f ap h € R 
•neh tha t al^h e o» th&n a « o or h » o* 
t h i s d e f i n i t i o n i s eat t ival tnt to caeh of t he fo l lo idng t 
( i ) If Ca) and (h) a r t p r inc ipa l i d e a l s to R saeh that 
<a) (h) » Of then a a o h e o* 
( i i ) Zf and 7 a r e r i g h t i d t a l s in B nmh t ^ a t W » o» 
then 0 « o or V s o* 
( i i i ) I f 0 and V a re l e f t i d e a l s in a such t h a t IHT « 09 
th«Q H » o or \r » 0 
( iv ) The prodaet of two non^scro two sided i d e a l s of R 
i s non^soro* 
(V) The l e f t aon ih i l a to r of a noo.scro l e f t idea l i s (o)* 
0 e f i o t U o a 4 der ivet ion 41 of a n a g R i s a tsapi^ioc 
of R &8to i t s e l f ancfe t l ia t 
<i) « d(a) • dCb)t 
( U ) d(al»> a adCt>> ^ d(a)l> 
fo r a i l «9 b III H* 
I f A I s a ringy 2(E) or simply Z v i l l aicnote i t s emt&m 
For z§f € »» (xtyl « *y - y* i s o a l l t d tfe« ccwtaiitator of 
X (UKt f&f any SyfiS € ft | 
> CCrfJSj,*? • tC«»acIiyl « o 
Ixiids* mfiTt^alltiS t ^e l^aooU f i r t t iof f o r x»ytS € B| A 
• *(yt«} • f x f e j y 
and 
always liolda* Fav UrT:x b^o.. 
b t f i o fiat^iai of th io v i t b th« f o l l o v l o c 
kQoiiQ tcaaaa t 
t « i « a ( C i 9 f f} ) Let 4 toe a d e r i t a t i o a of a 
prima r i og B and a C R« If adCx) » o fo r a l l DC C th«o 
t i t b i T a a 0 or d i t «cro« 
Fyoof« By foypotheflai o s ad(xy) a 4 d(x)y ' f axd(y) fo r 
a l l xyy € Httoea ait d(y) « o fo r a l l y in aioea A i « 
3. 
odl 
prlfliCp thcrefoie d t h t r a » o 91* a o ^oit^ f in R« 
tfaaift t h e ecnte? of a | ) r i se r i a g dioea Got eostsda 
p r o p ^ SiTo dlviaort* 
P r o ^ s aippoae t h a t r ( # o ) € Z a d l i r i i i r io B* 
t t o e e x i s t s ei ^ o ) io H sueh tha t r s a ot so 
tli&t E re » r € r He a Q« SUtet fi l a {frimc me, 
r Of « « Of & emtttudietioom Hcoec the eoselmim holds* 
h^mA X.et B he a prime r i u f oiid « |h C ft sueh ^ t 
€ Z and ^ o ) C % fh€ii h C 
Pgeof* Sioee 4b € 2 aod a C 2, for a l l r C tUvs 
<ato)r « r(«b> «s 
7 h t r « f o r # | 
«(br • rh> « o . ' 
hf V6 get hr » r h f o r a l l r € a , ic^ * | h € Z» • 
Hov^wt «r« in <» posi t ion to prove the aain r e s u l t of t h i s 
Chapter* 
f h t o r t a 1*1* t«% a h t a i r i n g aod d a Qoti2«ro d e n t a t i o n 
of H aueh tha t f o r a l l r in H| r d ( r ) • d ( r ) r i s in the ecntreJ 
of II* Thia] a i s cotittatiiitiire* 
Proof* Bf the hypothesis 
f r , d ( r ) l € Z fo r a l l r € R (1) 
In Cl) replace t hf v * whtre x € R, thm 
iP # CPtE]» fr**])J € Z fine all x € B» 
In Yicv of e^uatloD ( ! ) • the l a s t cquatloQ rttSnees t o 
((r,xh [ r , d fr,«]l € Z 
o r 
• f r , f < l ( f ) t x l l • € ^ (8) 
« o f o r a l l r ,*€R. 
Bat € 2 , so t h a t « ©t 
Kr ix l t^ t i* ) ! • (Cxt«i(r)}»rl » o fo r a U r , * € B. 
t l i ^ « f o r e , f ^ u a t l i ^ (S) y i e ld s 
f C « ( x ) , r ) , r 3 € Z f o r « l l r , x € a (3) 
Cbftr* It a Eq^atte (3) redaees to 
r® d(x) • d(*)r® € 2 f o r a l l r , x € R (4) 
CoaaiitiDf (4) with d(«) and r r t s p e e t l v e l f i wc get 
r®d(x)® « d(x)® r® fo r a i r , x € R (9a) 
nod 
a . 
r* «(*> a «(*) r * f o r a l l r , X € R i m 
whcrt t&r 
£b (Sa), r^laee % hy % * r^Xf to get 
Cx • « a(x • r^x)® y® 
OF 
Bat , in iriev of the l a e t ^tttatioo 
I 
» 
f o r X € R, d(x®) a X • «(x>xC«JKl(x) - «<x)x) € 
f h a s iQ wiew of the l a s t «aaatioii pvovidet 
<r® <!(*) • a(x) r®)^ • o fo r a l l X € R («) 
l^aat ioo (6) together with (4) giYct 
r® d<*> • d(x) r® « 0 fo r a l l r , x C S 
. 1 ( 0 hfcattf® of Itearaa ^ rcp laee r bf « h vh i r i a^ € R 
tll«ll 
M • bA} 4(x) • i(3r)(«l» * U) f o r x,a,l» € M (S) 
RtpXaee a al> in <S)| thm 
(al» * bSL} h <S(3c) » • a t> f 
Cab • l)a> Cb«(x> • 4(x)b) • o fof a l l € H <9) 
By llocoriisaticM) of W m h ^ we g t t , 
(ae+ca) (b d(x) • dCx) b) • (iib^ba) (edCx>4^«{x>c) « o 
f o r a |b ,e9 x € 
{tovf rcplaet b by tlico In i f lm of (?), tb t eqiiatioo 
reduce6 t o 
Cab® • b®a) Cc a(x) • il<x)e) « o , 
1 (c 4(x) • dCx)c) « o f o r a l l a | b t C | x € R. 
Lessaa 1.1* f o r c e s t h a t ci tbof dCx) € Z f o r a l l x € B or b^ € Z 
fo r a l l b € El s loee Char* R a 
Suppose tha t d(x) € Z f o r a l l x € a* thm 
d<x®) « X d(x) • <l<x)x « o 
and 
d<x^y) • «(x®)y • x®d(y) . x^dCy) € Z f o r a l l x ,y € R, 
% 
CoDte^^UiTt aa d iT W tmm 1«3, C Z teat a l l x C a* 
Btaee i s t>otli eases € Z f o r a i l x € R« ^ ^ l a e t x t ^ ie • y 
vber« y € thco <xy • C ftcpUee y by y*, th®i 
Cxy • yjt) X € 2E fo r a l l % y C 
I f X C Z f o r a l l 3c € Itf tlicn o w problem i s solved* fbitft 
assitae tbftt x i? fo r s m e x S* then m olalm tha t fo r t ^ t 
X and fo r a l l y € R, xy yx » o« Sappose oo the eoBtrnry, 
xy • yx o for some y £ fl» f h f u , a s <xy • yx) ( o) € Z| 
by jUeojajA t»3 x € | a eoiitradlctlon# ^©ice x € 3 fo r a l l 
X € Tli©P€fer6 a i s co2s.mataUV€# 
Case % Char. B 8. Iii (3 ) , r ^ I a o e r by r d<x) 
to f i n d ' 
f r , {r ,d(x ) l l • (d(x) , f r , d(x)33 € E 
In view of (3) I the l a s t eqaation yta .d« 
f d (x) , fr,dCx))J € Z fo r a l l x , r € B (fO) 
For r € Rf I t t p ( r ) « t r • r t , where t o dCx)* f h t a ( to) gives 
t h a t p2(r) € z f o r a l l r € Is par t ic t t la r f o r r € H , 
p®(rt) tt p®{r)t • S p ( r ) p ( t ) + r pH%> « p®(r) t € 2, 
a s pe t ) s o« How w€ want t o show t h a t p®(r) a o fo r a l l r € R. 
If t € Z»thta vc have oothiog to do* Suppose t h a t t i 2t?h€n ne Otis 
8. 
p ^ i f ) s o fo r a l l r € E* Suppoae on tlie eoatraryt 
¥ 0 tor saae ? lo R» then ( ¥ o) € Z md 
t € Z, by L&ma 1*3 t C a eotitragictio»« Bciiee 
« o fo r a i l r C a . fhe r« fo r« | f o r aJli %y C M 
o a « pHx) y • ^Cx) p(y) x p H r h 
4s 4 coasc^iacoec of t h i s we get pCx) pCy) « 0 f o r a l l Xty C It* 
X by yxt then p<x) 8 p(*) « Ot whlcli jyapllts tha t 
p(x) 8 o for a l l X € a , i . e . , t € 2. Henee fo r a i l x € E 
dCx) € Z, 
r «<x) a d(x)r fo r a U C t ( I t ) 
In (11) replace x by xy wlitre y € E, and us© ( f t ) , then 
r ( x<l(y) • «(x) y) « (x d(y)*«<x)y) r 
«(x) (ry - y r ) • (rx - 30P) a(y) » o foaf X|y,r € B <1g) 
Att d(£) € Z tor a l l s £ (IS) y ie lds 
d(x) d<a) Cry • yr) • ( rx - xr) d(«) d(y) • 0$ 
Id view of (18)f th« l a s t ^qaatloa g l f«8 
( •d(x) ( ra • «r) • ( rx - xr) d(«)) d(y) • o fo r Xty»r,fi0t» 
AS9 d ¥ Of teiBiaa t*t fo re^s ttia
9* 
Crx • jcr) d(£) « d(ic> ( f e • s r ) » o f o r C E (13) 
Pat y « £ In ( i a ) aii<l r^sialtiiig eqUatioQ^CtS)* fhm 
2 i t x - icr) d U ) » Of t • 3er) <I(£) is o f o r XfT^z € 
By L o r n 1»1 t • « o X € E i s 
f i l l s eompletcM the proof of the t t i c^ f s i . 
csAFra IX 
UM m m muctms i» pmm nmm wrtn wrr^fiotfa 
SR t h i s ebmpt^t hit ma S^&m itrnotfop* of « |>ri«« r i n g E 
tofelliir vitlt a^i'vatione <if H tr# eaiitliio* 
tHe of tlKorfai (Chapter t h dtiP oteji^t i s td 
gen«r3l ls« t1i« t l i t d i r^ t o l^erd^ i d e a l s of B* 
proipe tfeie fol^loiriog t 
I« I*€t it ft fviftti rlof of oHav^etirifftlo aifftif«(it ispom 
S a a i M d a Btmaiafo of attd 0 « 
U e I d e ^ of R vitliOii<l(a)l € 2 f o r a U n i s O^fhco t J Z . 
It*let M & prim* r i n g of efiafiai^tiaristio S and a a s t ^ s t r o 
of 2f 0 i s a U t U e ^ of B v i t ^ 
«na tr f o r ftU a € tJ , %1nm 0 c 
I I I ; H 4 primf r i n g of Qharaoter i s t io no t tqual t o S* 
Ik«t « l>t a iio!)«iro ©f a 0 ' a ^ofaan i a « i l 
of Rt •ttcb ^^^^ [ataCa)? € Z f o r mil a € ft^ta U Z * 
XT* U t K 1»« % priM« r i n g of ohiuraet«ri«tio S| ana a.«t a b» a 
nooAtro a«r ivat ioa of X>et 0 Li# C/oraao) ia««i ana 
iutoring of a* aiippo»« t lmt (ti,aCtt>] € Z i&p ah a € 0« 
Thtn 0 t » eonmatativt* 
avav),tf v« Jtt«t aa twi t t h a t 0 i s ooXr a (jroraao} i a m i or 
only a snliPiiig of Xf then 0 m f not tic oosMitatif«» 
V* s t f t r t v i t h BOSS kaem a s f i o i t i o o t * 
t n 
P t f i P l t i e a A fl of fi I s « aiitgiog of R, 
i f 0 i t an ada i t i ve sabgroap of R sueli t h a t f o r in fTi 
ab • ba i t a l t o io U* M t b e t a b t e t 9 i s Joyflai^ tabrmjt 
of Bt i f ^ t® addiUv® sttbgroap of a fo r a fb t® 
aob « ab # ba i s a l so io ll* 
HcfiPit loB .gwa> _lf 4 8 a r e a<lditive stibgrottp of R witils 
4 B, ve say tha t A i s of B i f [A, B) 5 A, 
w b ^ e tAt Bt doiotc' t i l t add i t ive sabgroai* of R generated hf 
element fa i bf f o r a € A t b C B* SlmilarlsTi if« Bof t ha t 
A i s Jerdao idea l o f f i i f A o B Af where A © B i s the 
add i t ive subgroup of R gta«rated by a o b f o r a € A| b £ B«, 
B^at tse of t he i r itsportaoeo io nhat fol lowsi we f i r s t 
s t a t s e x p l i c i t l y those r e s u l t s tdaiieh ve ttt« throughout t h i s 
ohaptcr* 
|,taMBa ( g t r s t « i a [ i i ] , sublcaasat page 5)< t e t R bo a 
r i o g hairing no nonzero o i lpo tco t i d t a l t in whi.eh P.xm o 
i o p l i e s t ha t x » o. If a € fl with fa , fa,x71 » ® ^ ^ 
X C Rt th€n a i s in the c c n t t r of H* 
tcaiiaa g«e» (R t r s t t i o f i l l t hmm t^ t )» t e t R he a r i o g 
and o ¥ A a r i g h t ideal of R. Suppose t h a t f o r a f ixed a» 
a o for a l l a C Af then R has a nonsero oilpote:>t ideal 
2.3 (Posner { ia ] , Theory 1 l e t R be a p r i a e r i o g 
of e t i a r a e t ^ i s t i e a i f fcsreot f r o a 2 ana d^i dig ^ n e t t A t i m s 
of E soeti th&t ^^ ^ ^ * <t«riiratio!}« 7hca e i the r 
d | I s or i s 
begin the m t & i M l of t h i s ehaptcp with t he fo i iov ing t 
Lcaaa S.4, I f H I s ^ prime r i ng of e h a r ^ c t c r i s t l e 
from 2 iU3d tr a U e idea l of 8 with { Ui dCn)] € Z and 
ti^ € B f o r a l l u C H, t hm ( dCu) ] » o f o r a l l a € O; 
Proof* the r e l a t i o n [ ts^  d(tt)3 C Z on u « a • tt®|we.<3<t 
f tt®» d<ii)} ^ ( lit d<o )^7 € 
d(o)} • (aiadCu) • d<tt)al C Z 
l . e . 9 
afu»d(a)} • [tti d<a)ja • o(o,d(a>J • f a , d(tt)3i<€ Z 
Slnec [a, d(ti)3i C Z , 
4 CUf d(tt)} a € Z $ so thdt fttt d(tt)}uC 2, 
Heoee 
C It, d(tt)jr C ttf ' 3 « o for a l l r e R^kfU 
Xf f o r eoae u Iq cr« C d(tt> } Ot thfi) for thiit a . 
In T l t v of ( f ) and bjr {.taaa I . S , i[ a , r ^ « o f o r a l l r € n , 
since (lit d<tt)3 € & Hcnce a^lo fii, d<ti)3 » o* Therefore, 
r a , d(ti)j| « o f o r a l l a C 
Lenaa g»8. Let tt he a p r i a e r i n g «nd 0 a t i e i d e a l of R 
with ftt, d<u)J € 2 fo r a l l a € tf. then {(d(r), t t3,u3 € 2 f o r 
t s . 
a U a C Oy r € B. Purthcr i f [a , dCB)J o o foK a € « , 
t h a i (0>(r)|Q}|ttJ « o f o r a l l r € B, tt € 0* 
VToot^ By 
[ tty dCtt) J € 2 f o r tt € 0 (1) 
Xq <t) rep lace it by ti • [ t t i r i f o r r C B m^ us ing <1)t 
m gefe-
{ f a , r } , • f a , ac»»rl J € Z 
Q,r7,<l(a)7 f u , Cd<a)»r3 • Cit» d ( r ) l 3 € 2 
C( • C u , fd<o),rJJ+^u,ftt,ia<r)JJ € 2 
f o r a l l tt € 0 , r € R ( s ) 
Bf Jacol»i i d ^ t i t ^ i 
Cttt , r 3 , <l<o)3 • f f r , d( t tn , i i3 • ffd(tt) ta3tlO " «> 
fo r tt € U, r € Bt 
But CdCtt), € 80 tba t (fd<ii)»tt}|rj » Bene* 
t f tt»r7,d(u)} • {trtd(a)J|tt} « o f o r u € U, r C 
to 'flew of the l a s t equation» <2) reduces to 
ff d ( r ) , ttltO } e a i l * ^ tt ^ 
Cju^ U. ^S^ULo/JL .^ 
14. 
flow ve a r e In a posi t ion t o prove ttic foi iowlne t 
thcorigB a«1» Iiet H bf a prime r i n g of o tmrae to f l s t lo 
d l f f c r e i t from 2 d & iioo^^ro der ivat ion 
of 0 a U e Idea l of H wltti [ o» 4(a) ] € Z f o r a i l a € 0* 
fhca H ^ E« 
^oof» By tmmsk S*St 
( C 4 ( r ) , u}, tt} € 2 fo r a l l a € 0 , (3) 
Comiaiite (3) with Uy thin 
3 II 4. tt® d<r) « 3a® 4 ( r ) • 
f o r a € r € a (4) 
In (4) rep lao t r by a , thes wt liave 
3 a d(o) u® • a® dCa) d(u)u = o 
or 
tt^ «<«) - <l(tt)tt® » 3 tt® «<ttK- «<u> o® 
a 3 a ( tt • 4(ti) a) a 
o 3(a a<a) • 4(a)a>a® f o r a l l a € IT <»> 
Since C a, a (a ) l € Z, t he re fo re a f a | d(a)} » B®4<a)*a d(a)a 
and fa i d(a)} a « a d(a)a • d ( a ) a^ adding these two we get 
2( a d<a) • d(a)a} u s a^ d(a) • d(a)a® f o r a € U (6) 
nepimee r of ii in we nixve 
3 a® • • 3a® • ti 
• 38 Mr} it® 4(r) - €(r> » 
• d<ii) Mv} a® a 
Bat 
3 11® • d* di^Cr) ^ 3tt® • a a® 
« a<3 a • • 3ii%®(r)ii - « o 
AS seen g r m <4)| by r ep i ac i sg p by ^ 
3tt <iCa)d<r>tt® • o®d(u)dl<r) - Stt®a(tt)d<r)a * « o 
f o r alX tt C r C R 
dvtiou 
Hol t ip ly (4) by f h m 
3a(tt)a «Ci?>tt® • a(tt)tt®«l<r> - 3«Ctt)a® d(r)a • 4(tt)d(r)tt® « o 
(0) 
eab t r ac t (s> frosi get 
3(u d(a) • d(o)a)d(p)tt® • <tt®dCtt)*d(a)tt®) d ( r ) 
• 3(a%<u) . d(tt)a®) d<r)tt a o f o t a U a C 0 , r C R. 
In i f l ^ of (3) ^ d (6 ) , the i a a t eqaatloa a f t e r dlvitiDO by 3 
reduces t o 
(a d(a) • d(a)a)(d<r)a®-2od<p)u • a®d(r) « o 
f o r «IX p € R, tt C 
I f f o r a In ffi» d(tt)7 ^ Of then f o r t l iat tt» a s 
[ttf lA tt}« e e n t ^ s get hf ^ m m 
• Sa d(r) i i • a® d<r) a o tor a l l f € B (9) 
Replace r lif in (9) mQ use (9)* fheii 
d(ti) y a® • u® <S(tt) r • SB d(a) r u « o fo r a l l r € R (10) 
l a ( 9 ) , r i ^ l a c e r . a » tlieii 
d(a)a^ » Stt d (a )a • a® aCa) « o» 
l ^ i t t p i y t M l a s t hf r oo the r l ^ t * This gi i r t t 
d<a) a® r - sa d(a) ar • a^ a (a ) r » o 
f o r a l l r € a ( t1) 
Sttbtraet (11) f roa <10) 
tf(a)(ra® • A } - 0a d ( a ) ( r a • a r ) e o fo r r € R (18) 
XQ (1^3)T r ^ L A ^ E r W AR, m g e t 
d(a )a ( ra^ • a®r)^ • 8a d ( a ) a ( r a • a r ) « o fo r r C R (13) 
i ^ l t i p i ^ (12) toy a OD the l < f t » th«ii 
a 4(a)(ra®-a®r) 2aad(a) ( r a . u r ) « o for A. € R (14) 
Sabtract (14) f roa (13), t h i s gives 
(ad(a) • a(B)a) ( ra®«a®r)-2a(ad(a) .^ ta) a r ) u - u ^ ) = ^ • 
I f . 
Silic* Ctt| d(ti)J / O f aad i t i s i s tho eentcTt 
m® - A » Sttira - ur) « o» 
SOf r a(iir « rit) » (isr * rtt}tt f o r o i l r € B« 
fliiis b r {.earn » n C Z so t h a t [129 d(tt)]^ » o* ^ ^ e e 
we lust® 
( ( u j m o f o r a l l r € tt € fr C1») 
Replace a t)|r u • tr v i t h v € and a»e (10), Then 
(Wr>ta j» i t J • ( :m( r ) ,w j ,u j a o f o r a l l r €ftta»i#€ll (16) 
Sappose Qov tls«t v € 0 a t e saeli t ba t vf i s a l t o io H* 
By r e p l a e i s g %r l^ ar iff io (16) vi t l ) v € U and cxpaoding 
V ffd(r),ul,¥) • £W(r),u],w3v • fd(r),ifl£v,ii| 
• ( ( d ( p ) t f c O t f E d ( r ) , u j • • o* 
la vi€i# of (16) I the l a s t eq jaa t i^ r^d&ees t o 
t 6 ( r ) , v ] • Of.u} C<5(r),v} • 
For Aor t € Il» V € U, the dLeamt v « t v %rt t f t t i s f i c s the 
e r i t « i o i i € I7t henee by above 
{«(r),w3 f f t , * ] ill] • Cwitt} W ( r ) , {tgw}] « 0 
f o r a l l t , r € R, e U (17) 
18* 
P a U i n c n e w In (17}y thm 
f «<3P>fWl Cft,¥]»v3 » 0 tQT € R» It € ¥ (10) 
^ ^ ( a ) ^^^^ <» € a in (t8)« fhU f l ^ ^ s on 
cxpaOAioe 
S( t ,vJ CaCa) f f t , w ] ,wl<I<ft)#t r f^(a) »%r3 « & 
Bf (IS) i s lUid hy (19) the t i i t rd t ^ o 
i s se ro . Htoee 
{«Cr),iir3 tt , if3 CaCa),ifj • o f o r a l l a , r , t € B, w € 0 (19) 
put tt» {t,i»3 AO ( I f ) 
( ( M 3> wl f f M ] , d ( r ) l e o 
t l D c a r i s e ttie l a s t e^At ioa on t « t vliert a € 
together irltH (18) , j m ^ s 
t t t , [ t « ( a ) » w 3 t « ( y ) } « o 
f o r a l l a , r , t € Bi w € V (80) 
ficplae* t by a ( t ) p with p € R in (SO) ejqpaoa uk. ^ 
. [(«(*)»»!• d ( r )} « o 
By (SO) the ttcoQd t t f s i s scrof while by (19) the t h i r d t m 
i t £cro« R«Qet 
so* 
the fou r th tcTiB i s sero* Sot wt g«t 
Bxpan^tag dCftpv}) a ^ Ct|4(«7>3 usiog 
(SS) we get 
f:t,d(¥)3 fii|C3 a 0 fo r € » (83) 
B ^ l f t o t e by r € E^oad aee (93)^ t h m 
A 
s t o e e II i s tiod m i Z^ t h e r e f o r e 
f<l<!»>t*} C • 0 fOP a U i>tt € » <S4) 
Xfi C^>t repl&ti^ t W with r € E ana use t h ^ 
C 1 B Ct,d(ta)J mo jirf cdl l^.t 6 H 
aioee a i « p r i n t m a lAtri^vJ o f o r soaie r in Hi ve imve 
(tycKtr)] « o for a l l t C R» i«e»« aCw) € & 
Row suppose thut a C 0 and n € & fhm 
o • <J(ta,«7) » ttdDfAl • C«t<5(«)} • C<!l(«)fal f o r a i « € R, 
«oa heoee d(ti) € Z^  ttieFefore« dCu) € 2 for a i i a C so t h a t 
<l((wt&J) € 2 fo r a l l a € H| which f i i r t s Ca(tf>»aI^lw»<!(a)J C Z. 
fhns C 2 for a l l a € R. to p a r t i e u l a r . for a l l a C R 
an 
[¥, « f d(a)v A d(w)3 
» C W,D(A>LW • FW.A] 4<%F) € 2 
Comsute (9) tfitli Wy ta get 
fwt C*t®}J ® 0 ^^^ a € 
I f # Of ^s i t i s toe eeit^Tf then l»3r 
Cvt CUfaJJ o f o r s l l a € R« ^jr L«iaaa 2*1 « C a Cont^ 
r^^iet ioa* Haio« d(i#) » o* 
ttitti by (25) (w,d{a)J w C 2. t h a t i®, [w,4<a)3 fwtbj « o 
f o r All € a« h by -li %flth y € a* fh tn 
Cwi a fn fb ] « moee H i t prit8«t e i t b ^ » o 
f o r a l l a € 1 or fw,b} « o f o r a l l b € I f o , 
a » o f o r a l l » C a* f b t n by liiaa^ iia » € S 
Heio® iti bot^ « C Z I A eoDtraaietioo* Heoee ^ e eooela* 
•loo i s tha t It € 2 f o r a l l V € V* f b i s coapKstts th« proof 
of Theo ry 
Voir vedioitld l i k e to 8« t t l « the problea v b ^ R liai 
o h a r a e t i r i s t i e S» Bote t b a t tb^ asotSBptlon t h a t the character* 
i s t i e of H i s d i f f e r es t frosi 5 does not e n t ^ the proof of 
Theoren onvftrds of t h e e^oatioo [Uf dCtt)3 » o fo r a l l 
11 € Therefore the eoociasion of ¥heor«a S^l holds under 
t he asstPiptioB la^divOJ » o fo r a l l u C 0 and e h a r a e t e r i s t i e 
of R i s d i f f ^ i D t frota su In view of Lewm 9*4, i f R has 
m 
e h a r a e t e r i s t i c matterm% from 2 ana 0 i s a U e iaea i of R 
with u^ C 0 and C 1 € Z fo r a l l u € Oy thm 
( 1I9 d<u) 2 ts o fo r All u € 0. we get t he folloiri i if 
vmk^ remit i» ease R has o t o a e t ^ i a t i e 3* 
t h w m 2*2p I»«t a b® a ppiwtf r i n g of c h a r a c t e r i s t i c 3 
d a o o n ^ ^ o do^iiratioQ of R« I»et 0 h t a U e i d t a l of M with 
f 0, d(ii) 5 € 2 and a® € U f o r a l l a C fhm Oc : 
How we w i l l turo to the ^ordio s t r u c t u r e of a a s s o c i ^ 
t i v e r i n g H* I9ext we wi l l genera l ise t h e Fiosoer's theorem 
00 Jordan ideal* ¥e w i l l show t h a t t h e coaclusioii of 
fhtore2ai(d,1)aod (2*2) hold m m i f IT i s onljr a Jordan ideal 
of B« In t h i s regard we prof e the fol lowing 1 
Yhwem Let R he a prisse r i n g of c h a r a c t e r i s t i c 
d i f f e r e n t from 2 and d i s a neaiscro d ^ i v a t i o n of H* 
Horeov^t tl be a Jordan idea l of A with (Ut d(ti)l € Z 
f o r a l l a € th«ii V cl Z 
Proof* Since 0 i s a Jordan idea l of R, 8 u® € 0 f o r a l l 
tt € Bioce the hypothesis and t e ^ i?.4 give £d(ii)»ii} » o 
f o r a l l II € 0, s ince c h a r a c t e r i s t i c of U i s d i f f e r e n t fToa 
S. Replace a by a ir, whfJiiir C 0 , i n Cd(tt)| a ! « o* l^en 
S3* 
(II, «(•>! • C», a<a>}« o tor a l l u ,* € 0 (S6) 
l a C86) v hf wp 4- m r € R| tlieii 
f a , dtay • yu) ] • (OP 4 yo, m e 
u( t t ,d( r ) l • tti, d<r)]tt • d(tt)Ca,p) • ftt,p]d<a) 
• aCr,d(ii}} • (r,d(ti}Jii a o 
aip dCtt) - sdC»)ro • tt®d(i») • d(r)a® » o 
foP a l l p € a , 11 € tl (ST) 
r lijr or iQ (S7) | t t iei 
Stt® r d(a) ^ ed(u) oru • a® d(B)r • d<r) 
d<tt)p • II d(p)a^ » o 
8u® r dCu) • 2tt d(u) Ptt • a® d<y) - a d(r)a® 
• a(Sa t d<a) - 2d(a) r a • a ^ ( p ) • d<r)a®J • o 
IQ irlcv of (87), Htnct 
d(a) Ca% - ra®) » o f o r a l l f € R, a € U 
t h a t lap d(a) 1 A r } • o f o r a l l p € R, a € I 
a 
L e n a U t 
.s 
eith0F € Z Gt dCti) « o tor a x tt € 0 (29) 
For a € 0 dQ^ my r C H, or • rit € Bai 
t h e f i r s t and tlie scsoad torot on the r i g M b ^ d s ide u re i s V* 
Btnee 4 wfu € 0* 
t h e r e f o r e It m replace v hf 4 iiro io ( a i ) where r C R, %h«i 
d(4f]rii)J • { 4 d(ii) } «s o . 
A* i t s eoBseqaeneei ve get 
Cu, dCtt)ru • ti d(r) i i • ur dCii)] • [ariit dCti)l « o* 
s^cpQOdlQg t h i 9 | s loee [d(a), t i] » o^ ve g t t 
<I(ci) [tt^rJit * iiCtttd(r)}a iifti ir] d(a} • i i f r , a ( « > | i t « o 
ii®r dCtt) • <I<a)rii® a® dd*)!! • a diCr)ii® » o 
f o r a l l r € S, II € 0 (30) 
Re{»liioe r hy ur In (30)$ thm 
II® a r d(a) • d(tt) am^ • a® dCa) r a • d ( r ) a 
- tt« d ( r )a2 . tt 4(11) r a® « o 
Sloee a® r d<a) • ad(a) ra® • a® d(r)a ^ a® d(r) a® 
« a(a2rdCa)-»d(a)ra® • aSd(r)a • ad<r)a^> ® o 
85, 
tfl iriew of (30)« B«Boe 
ti d(ii} (tiro • m ^ ) « o 
Bovfivcr, in v icv of (28) th« iaf l i «%iiati<m r#diiee» t o 
n d(tt) II Cor • 7Q) s Of i*c»i d(a)u,t^(r> « o 
f ^ aXl r € ii» tt € 
t h e iiOifflA 1*1 fo re€s thAt 
•itbffir u d(ti)ti « o or a € Z fo r ti C IT (3!) 
Xa imy repXae^ it hy a * v wbert v € and ase 
f h ^ 
* fnv • ira, r} • <l(tt) • 
R^ l i ao t a i>7 •tt I %ik& 
Addiof tli€ l4gs% Ws and d iv id ing li^ r Sf we hi^ Ye 
d(u) [ a» • wtitr } • dCir) [tt^tr] • o 
f o r r € R| % t € 0 (38) 
Row «« el«iia t b a t f o r aoat a in Of Kid (a) ^ o* £)2{>poto 
on tb« eonWwf tha t u d(a) « o f o r a U n € t i o e a r i s t 
t h t €(iiiiitioo II d(o) • o fo r a U » € 0 on o to C«t 
a d<v) • ? d(tt) • o fo r a l l € 0 (33) 
foe u € IT oQd r € Hy uCitr m ) • (iir «rci> a C tl* But 
A ) « • o r ) • ( m -
As t h e f i P s t and t h e steosd term on t h e r i g h t hand s ide 
a r e to H, aCru^ • n h } € Slocc a C Sa^ € V, 
have s C A rit®) € 0 f o r r € R, ii C I t 
fo lUwB t h a t 4ti^r aoiS 4ris^ € 0 f o r a l l tt C H* r € R« 
Bcfl^olQ^ V h r 4 ra^ t r C R in (33) aad us ing the 
r e l a t i o n is s o fo r a i l u € we get 
o • tt • 4 tt d ( r ) a® •4.11 r 
Btit d(tt^} « 11 • d (a)u at a aCtt) » « o* 
Seiiee» 4 a d(r}ia^ » o* In etmee^iusiee of which we get 
a d ( r ) tt^ • o f o r a l l r C Rf n € 0* 
tt in (33} we r ep l ace v hjr or ruf f o r r € B, ^ ^ 
o » a a(tar r u ) • (or r u ) dCti) 
• a.j^d(ii>r ^ iid(r) * <l(r)tt • rACit)^4' ixrdCn) 
• vfi d ( r ) • 11 d<r)tt • a nrdCii). 
IfttltiDljr the l a s t cawition on the r i ^ h t hf then 
II® d ( r ) o tt • Thtpcfoye a® d(r)t t » o 
tor 7 C u € 
Itairt sees p rev ioas ly t h a t fo r ti C r € Bf 4 
pu t ^ « ^ e r e r € R, then 
0 m m ^ (4 urn) # 4 urti d (a ) 
• 4II • ti * ur 
» 4 li® <l(r)ii • 4 r «Cii> 
Since « ( r ) a » o«.4 u^ rdCo) » Ot «(u)=o,since 
ttie of B i s d i f f e r e n t from 3* 
U s U y ir 4 a® r in (as> v i t h r € a , thm 
0 « m 4(411^7) • 4ii® r aCii) 
» 4 11 • ttS <|(r) 
• 4 u® <!(r) 
19 « of whiehi we ge t d<r) « o te» a l l 
a C 0 AQd r € 8* fli«a by toiss t»1» a ' a o f o r a l l a € U* 
aioetp f o r a € U and p C a we ba^e 8<tt% • *ii®)€U.1?her«fore, 
8®(t|8p • o f o r a l l a € r € a , ?!al%iply t h e 
r i g h t \>f t o obtain » o f o r r € B, n € 
BcDoe (11%)^ • o* If f o r some u in fT, ^ Of then 
93. 
If A Q o n s m r i s h t U in vMjth t he qiiAftie of 
Bj j^eassa B, ttoulS haste » ^ o n s ^ o i^eaXi ^ i e l i 
i f impossible f o r « prime ring* a^ « o fo r a i l 
a € U. AS Cor • r o ) € 0 fo r u € r € R, therefore 
ime • ra)® • o* f io l t ip i^ on r i g h t by iir t o obtain < « r ) ^ o 
fo r aXi r € R, ti € tt f o r mm « i a fTt H o» t h ^ m i e 
« aoniicro r i s t i t idea l of It in vbiob eobe of m^my elcmcQt i f 
eero* A^iln b j tmmm R IFOUIS b n v e a niiifsero l iUpotent 
%rbieh i « i npos s ib i e in a prisie r i i i i* ^ tnee u b o 
f o r ea i u C 9 | a eos t radic t loa* t h e r e f o r e t h e eoseiusio!! i s 
II <3 (u) ¥ o f ^ ioflti ti in U* 
Aft soaie 111 a ^(ii) ^ o» ir£ haire d|ix> ^ o | b ^ e e 
by (80) f o r tha t ti, € & Therefore by (3S) we get 
ftw • vnt r j a Of i»e»t «Cii)I <r) « o 
fo r a i i r € R, 1? € 
8«aoe by Lwiasa a s a<tt) 4 o,ftt\y-i^Nlf!!! C Z f o r a l l v € 0. 
i f <1^  • o» ttxm o » m a d(u) • m m 
so t h a t a dCd) .« 0 | a eoDtraaietiftu^ f!«*refnre tfi 0 o* 
Sttppoae t h a t a d(a)ci » o. Sinee a d(a} • a(tt}ti, a® d(ii) a o. 
A f t t ^ ( # o ) € 2 : | ttim by iicsiaa t»^»<S(tt> « Of a eoRtradietloo. 
Heoce u d(ti)uir o t t he re fo re by (91) a € The net r e s u l t 
of t h i s i f l ^ t 2 m € Z ^ nw t Z toT w M t i C i ^ o 
hf Imm t . S t ir C 2 for^v^C S ^ e e IT<^2; Ifeis eonplcte t 
t t ie ppoof of i* 
WGV ire sliotild l u s t %o tti« probltf^ cvio vhco B 
has e h a r a e t c r i i t i e S* In t h i s ease U.9 i d t a l s aod loHaii 
i d«a l s v i U eoineiae* n m prove the fo l lovlog 
RESTIXTI I 
f h t o r c n 8#4« Iiet ft a p r toe r i o g of 
and i t t d he a qoqu^o ic r lva t lo i i of i* 0 he « Lis 
(Jordao) iAeaX as 4 a stibr&ng of il saeh tha t 
fa , € fo r a l l tt € 0 
fh«a 9 i s eo^tt tat i ir«» 
Pfoof* By ttmaia 8*8 
(C<l<r),oJ,tt7 € 2 ti%<y) € Z 
fo r a l i r e ti € H (34) 
CoRmatlag C9A) vi l l i a ( r } and ti^ respeotiir^3P» v e get 
tt® <!(r)® • dCr)® 11^  f o r a l l a € 0 , r € R (35a) 
and 
u* d ( r ) « d ( r ) ti* fo r a l l o C r e R (35h) 
where 
s t i o d s for (d(r))®. 
30# 
to (3S»), r ep lae* r toy v • n® • vher« if C IT, fcfeto 
a® • tt® i l ( f ) «(a®f) • tt® iCt ) • 11® a<tt®f)® 
v i ^ of » the e<|iiatio» jritl^is 
tt^ <SCir) tfCA) • It® 
• tt® dCn®)? # It* • ii®d<tt®> ir<l(if> 
\ 
Fo? tt € U, • u • dCa> € 25. f h ® to irie» of (SSb) 
l a s t redaees to 
<tt® d(i?) • d(ir)ti^)® « o f o r a l l a , V € fl (3S) 
Slooc a i t and aS d(r> • C 2 f o r r C a C 
tliiD C3d) aotS 1*2 give 
a® d(v) • d<v)a® f o r «lXu;^^€ IT (3T> 
Id W ) r«pl.«e« a toy a ir v l t h « € II and aoinf 
<av • wa) d(ir) • d<ii> (aw • m U 
Atpiacc v toy wa, tliio 
(mt ^ wa) a d(f > « d(v}(air ^ wtt)a 
• (aw • *a) d(¥)a 
31 • 
Ctur 4' va) Id aCv) # d(ir)ti} « o fo r € U. 
tli© l a s t e^aatioii on a « » • a^. urU^. . , t W 
(iifif wiifj (0 a<ir) • d(v)ii> f^  (im • ira>(«f«(t) # «(v)iif)«ot 
to view of(S7)| tli€ c^uatioa 
(ttfn • nof) <11 # m m m 
I s p ^ t l e t t l a r t 
iufv vof) Cn 4(ti> • d(Q)a) e o fco* a l l v , «i,€ tr (58) 
I f fill ^ o fo r Bose 11 la Hi thm ' r . r , . t>y(38)«-A 
Letsiji 11% a mif f o r alla,-,ui€ tf« 
n t>y wT * rw f o r r € R# tiica 
ttfCiir • rw) • (wr • jpw)tif 
1 
ifCii^ * r t t f ) « ( a ^ • rtif)if# 
Aeplaee r by r t i | ,th&i 
(11^ • rii®)iiiu> « w(«i®r • rtt?)ii, « iufw • r u f ) ^ , 
f b t r « f o r « i 
( la^ • r a f X o ^ • wo^ « o f o r a l l ii|;ir € tr, r € R. 
'^tl*!*®* * l>r iijb • ta, If i tb t e a , thm 
(iifr • ( u f t • ttt?) - o fo r a l l J f t € R, » ,€ 
K ^ i a e e « tijr t» whore ISL C ft, IToffi 
• twi® « Ca®tftuj)a+tCii®a an®) 
t o f « t 
( i i f r • m f ) a (ttfd • 4tt?) « o f«p a l l a , F € B, a ,€ !)• 
SlAe« i i s ptime «« get af C 2 fo r a l l ii, € 
flitia iii9i0t« Cd(«i)|tt] 8) o fa» a l l tt C IT* 
By Li^m 
(C<ICi*)iii|ftt? « o»A€* f • « d f o r l a i a € O^^eR 
Bi^ laea r r a trharc a € B^ t h m 
8 a® • « • r a<a) j a 
i* 9 
aCr) <a% • aa®) e Ctt®r # <<!(a) 
f o r a l l a , r C Rf a C a 
FOP IF CO, « • o • H ^ e e BY above, 
a f t e r r c p l a e l a t a by f o r • C wo get 
«(y) (a%® • « o fo r a l l € r € «• 
A« 4 o , by Lanaa 1«1« 
a t«a® fo r a l l v , a € IT 
S3* 
R«f W hy w't^ V € flicn 
U^ (WW • « (fW • I f f ) tt® 
HtiiUeft w hy w w 9 thm 
Cirv 4' wf}w e ifv)v « Cvw • 
Cirif nfXna® • n ^ l « 0 tor a i l € 
^tpJLaee * W ww * rw f ^ r C R . fli€it 
CiA nr®) (wti® • tt^if) s o 
t At} Cwa® »%) « © ftor a l l w,tt € * € S. 
f f v^ it 2 tor sosi« v m thm f o r t i iat Iicmma t«1 
II® w a n a® roP al.3. ^ € tl» 
u hf Vi * v with ir C 0 . e ® if « t u m 
(iif • va)v » vCiiv • Yti)ir 
f C ] • o f o r a i l C 
l ^ t n t i t r 
fCvtVltttT • rftrtUJtir^ • ff tt»vj,w} • ® f o r € 0 
u. 
f o r all % V C 0 <99> 
l\i3r irv and et^mA 
Utwjif}, a I • fCw,tt},twl • o 
( f t , w ] • r fw. i i t . irwl « O 
i . «• t 
• {tt#,a}9v}v « o f o r a»» € H 
Xn v i e v of l a s t r t ^ e ^ i 
f t , i f l Cw»a} • V ff i t ,a}, iO « o 
But 
( f t i | t ] , v } » o f o r € 
t h e r t f o r o 
Cv»w| (w»a} « o f o r a , v f 
• liy wr • rw tt • v t • tw t | r C R, tli^a 
f w V ? - o f o r a x € % 
B«plttoe % hy ^ v i t l i a C fi t o f«t; 
f h t t i , 
fw®, r } R f w®, « o f o r «13L r^ « € !!• 
aiQec fi ic prlae^ io %h&t € 2> Rtnet our etmtXntiim Is 
w® € 2 fo r a l l w € 
m In DoISi e a s t s € Z f o r all. u € 0* 
Beplaoe u tojr u tbtsi atr t i t C f o r a i l n^v C 
(ictf • va)!! € Z fm sXl C U 
I f m t l i t e m t i r 
©f l l , f«r sdae a € 1I» %hm i&f t h a t a , a t • iru • o f o r &111 € 
On the eoDtratrr l « t m t u 4 ti f o r € IT* flitiii 
Ctiv <*> irtt) C iT o > € ^ aod Ctiv # vn) n € a givf u € % 
to {an t«3 | a eoatr^aietloi}* oor ^Noneltisidii I s t fmt 
tt € f o r a l l u €Vm ^ m m tJ i s ©©aantatltfc e<^s>let«s 
tl># prodf of thcor«8 
In t h t o r t a i f l a s t t lmt fl i s o o l r a Lie 
C^oraso) i i c s l or mlf m saliriiig af R, ttisn tl ne t he 
eomutiktiwtim f i l l s ts^wQ W tli« fol lowing taiaisiples* 
EEsayls !• A 41 riag 0i all 2 X B isatri«#s over 
m iiQi)«ei>*saiiitatlve ptlm r i o t* Consl^i^r 
p J 
I t i s t lmt tr i s * talxrliigy Imt oot m l a t a l of a* 
i.«t us 4«fii i« a I a > » mcth th«.t ibr 
, K p \ , < p \ /O \ 
( \ € R , a / mi ] • 
i f M f «o v ^ t t f t tmt ^ I s « a^ iv&t ioo of fi 
iritti ftt, d<a)3 € tor tai u € d* But f i t not 
eomsmtetl've* 
fc3e»pl.t CeQsl^leir j ^ t m f i s f R of a l l 8 X g natir ieet 
mBu m 0m aiM € mim \ * i t u 
.t n 
e leor ttmt U a idea l tint m t » sulri t tg of i * O t f fne 
i t i H mskt H 
fl^ « d <» 0 
» 
<t a 
f o r 
y 
a U [ \ C R* Zt eaa t t t i i t imt d « nonefro 
\ e a J 
d^ivatitMS of il • 4 t i 8 f r i i i s fill ] € m ) f&t &U u € 
9o««ver» 9 i s s o t eooi j i ta t ivo* 
th« foUoviog €xample atiovi t ha t « r l a g siar 
the Aistsiptloiis of tbeortsi but U siair a o t ^e in oca t t r^ 
oftstboGigh 0 i s eoliatitatiirt* 
ixamplt Let R be a p r i a t r i ng of All fi K S a a t r i e e s with 
« i t r i « s trem Ooasidtr 9 « f ) i «»t> € CI7(S>j. 
I t osQ tAsUjr b« v t r i f l i d tba t tr i s botte U « Uprdm} idosX 
and sabring of !l» bot i t i s not an idea l of B* 0«flii« 
4 I R a tuiae lo txamplt 2» 4 • a t i s f i t s 
Ctt, dC«)3 € 2 f o r «1X tt € tJ. C l e a r l y ^ i s eojajmliativt, 
iiat W i s a o t in tlse ee8 t r« of R« 
CR&Pf£ll I I I 
a^ MucmE mtm Rtitos 
ii^l tma t i}y«st i |^ tcd t h e Ide 
of £ } irli«r« R i « a •impl.e r i n g of olmractcir i t t ie m t g 
«iia 3 proved t h e foUovl i i f i Zf B i s a slisple r i o g of 
e h ^ d o t e r i a t i o n e i t h e r 2 nor then m r proper U e Ideal of 
C Et» } III eo»tsioea Sa t h e eea t e r ^ f R. m l * Itoxter 1 
s e t t l e d the prohle i mm whas M hftt ohftraet«^i«tio 2 ew 
m proirei t f f a i s a fiiispie r i n g and i f 0 i s a proper U s 
( 
i d e a l of ( EtH ?t th«9 9 i s eon t a in ed In t h e ecn t i^ of t 
• x e ^ t I f a i f of e h a r a e t e r i s t i e 3 and 4«di»ciiMo»al o f e r 
i t s o e n t m a iysitsor C11 has shoim t tmt t Xf E i s a 
s ing le r i o g whieh i s no t a oco t ra i s i e p l e aigehra of dlacasloa 4 
o v ^ a f i e l d of o h a r a e t e r i s t i e two ^ d t i s a sobgroap of 
(B,^) s a t i s f y i n g I f , C BtS 11 ^ f » t h m e i the r f ^ [ 1 , H 1 
f i s eootaioed i» the e m t m of Hm In t h i s ehi^t«r we prove 
t h e foUoviog* 
t h t o r e i e I f R i s a priiae r i n g asd i f t i s an a d d i t i v e stihgroiip 
of B stieh ^ t C r ^ ^ t ^hcn e i the r f x ,^ } for some 
oonsero i dea l s of a or t dZ tbe emtm of & exeept i f M 
i s of o h a r a e t c f i s t i o a aad It is<islsiple r m g and 4»diA«ii8ioaal 
over i t s oiotsr* 
t h i s r e s u l t ex tmds the above ncQtioned r c i u l t s of 
l«li« Rersteiiiy Baxter aod S.A* mttmxt* 
3d. 
Xf It i i 41 r l o f i tti«» toy teaaia t* ltt« noQitaPo 
tu. 
el«SiDti t l ie eciatip of a r e d i t l f o r s in B* 
In e f t t t , i f Z ^ t h m n T ^ m prlm^ t ing^ m t t f 
of vbleli e m be MPittcs t*"^ f o r a C o> € & 
1 ! • t t ie l oea l l s a t i oB of R a t a 6m he InbtddtA 
i o a In t h e Batora l wair* 
we need t t ie foUoid»g cslfioellancoae r e s t a t e found In 
tetiein f i l l * 
ti€saa«i^j>1» |.et B be a ectaif^lise r ing* aiipi»o»e %lmt U fl (o) 
i e Mh n U e idcml, m^ sulr l i tg of R* fh«ii tr i s 
eomiaotattte or eon t a in* a n o o ^ ^ o of Further i f 
B lias a o tea rac lc f ia t io i i f f ^ c o t f^osi g an^ Df i s eosimtitatiirei 
tlliO f} & 
I.aa«a 3»i8» M n tm m amlpFim^ r iog* I f f o r x C B 
(»f C 1) • Of tha i f XfR] « o* 
I.«aaa I,et a be a alaq^le r i n g of e l i a r ao t c r i s t l e 8 and 
sttfipose t h a t th«>e e x i s t s an « € a ^ IZ. saeh t ha t C 2 
aii<l Cax C 2 f o r a l i x € B» t b a i B i s 4.<liii«{isional 
over & 
Hcrvo, IM^  A t k ^ UsU^ t J ^ { ^ j r u i ^ y 
t c a a a 3>4> t e t » be a p r i n e r i n g aod l a nonaero Mea l of R. 
I f t f o r t € R, C t t I } » Of then t C ^ 
40* 
l^oof* V&f my r € R and • C X, 7 n C I* fiiifr«for*9 
o m } m w (t,<i] 4- * 
and hornet (tyRII « o» lo pwptlmXm ( t | i | BI m o* SLfie« 
H i a priffl* mA I # Ot C^fB] « Bftie« t C 
l*ciaaa» 3»»» « He a pflm^ r i a g and I « ilsi»«cro idtiO. 
of Sitfpose t&P t € a , C^ p t ')] m theii t C & 
Bf m»mptimf 
t fftil»J « f«tbl % tor a l l C X, 
HepMee a l»|r aH » tH^m 
t f } « (abp lb 
i tCki 
t C « t b « t ] 
t b « [Hyb] b t « o 
' f a»b } C 1 • o a l l € 
!l«pl*e« « by t« « tbtfi 
^ t (a.b} • l t , b l %] m o 
m d tmiee 
ft^b} « ( t ,b} « o f o r a l l n^b C I . 
tb»% %B 
I r t , b} m e fo r a l l b € I* 
41. 
Xn par t i e i t l ^ r i 
Ctpfe) K I R « o f o r a l l t» € I . 
S i s e t ft i s pxftm m^ I ^ (tyfej « o f d t l> C f* 
fhat f t , 1} « o l>y Immtk % € ^ 
S He « t,i« i d e a l of t ^ f B ] l e t fCO) •» 
IX C R I Cx>»J c • - I t i t ca«r to «€# lawit T<|f) na a d d i t i v t 
snhgtQtip of If Xtf € ¥ a r ) | tliin fXfR}^!! and f r iRj ' ^ 
Sioe® ^ [xTf^l « • fyfifxj a i l r C B. 
F i r s i and t€tm on the r i g h t io W m € V 
fo r a l l r C Hcaee CxriSJ c tr, x r € f ( i r ) . f«Je«» 
f CU) i « A mhf ing of B* 
Itttaaa (Bcrateia Clil)» Jf H i i ^ U e i d e a i of I R,R « 
thiB 
i ) C Oft? 1 C2. f(H) 
i i ) c w, t ( o ) J f m 
i i i ) C CR. t ( 0 ) 1 , f ( t f ) ] m 
m i ct(U>9 T(O)I, R } o t o ) . 
^ o o f > The proof« a r e b^^eed on laeoM idea t i ty* 
By J^ftoobt id t t i t i t y , 
C C U, 0 7» o c c t l , « j#01 • t 1 
c : c CR»Rl , f ) • t t « t S l t " 1 
^ H • f ^ tl 
h e i e * C » 1 T(0) 
( l i ) Br soa* iTmeobi i t l e n t i t r t 
C C t<9)]tB3 ^ C C ( f RpW], ?(U)J 
CL C C 1 • C »)} 
CL 0 • « c , w J 
hf d e f i n i t i o n of T(0) . 
t i«i«# C ^ 
111) maee ^ tr b r ( i l ) 
C x(0)} , f co ) 3 c2T(uj. 
f Ct<0)» W ) J » R J c: CtT(II),R3,T<0)] • [ (RpW)},?( tT)} 
c : c n , T(ir)j • c ty, t(Bf>3 
c:r( i r> • r(tr) e t < t r ) by ( u ) 
f | i i « eoffiplttes t h e proof* 
j^taaft CBtyittlii t l l } )» l»tt A • C W ) i t C O I f 
8 f 4 , a 1 a en tr • n t f u 
p r o ^ t e t a»1> € f^  § t lmi f o r m f r £ U 
( }3P » c fcr 3 ^ feC } 
t h e f i r s t teim oa the ftght i s in fCH) l>y hmm 3*6 <it>« 
Stoes i s t a ^ i i i g of B anil [ ap^ ^ ^ 
J € T<tl)« B«ic« £ } r f ffi*^ ^^f 
f AfA 1 a cLtCtJ). «© sliow that n f AfA Jcp W)* 
How 
f H f A,A } , B 3 c C W U 8 3 
B C A,A J R • R® f A,A 3 c ffCir),R J C 0. 
Bttt, 
H f A, A J cr H®ie« 
R t A,A 3 R e ff • 
I>tt B |>e a scs is^ i i ie r i o f aod 0 « ooossro U s 
i d e a l of CRfR 3* ^hm si«ti«r £ I t ^ 3 oons t ro 
id s a l s ^of Rf ^ 
t f f M l» f t^iti i J f L C o , o } , r u , u j J J = o . 
p roof , Br I.«8«a 3 . 7 , R C A,A 1 R c : t r • f<0)# f h a s 
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c « CAfAP, i M I 3 o ( 0 • nm • c«f»i 1 
^ { »f ] • f , 3 
czL ti ^ v tf (1) 
Dy tfefUiiUcm of fCO) 
Bm I « ft f i e ftn of f iotio« titat fop 
c s f am Km idta3l k of R iai<! « ttal^^otip A of B t 
c 1 = c Kt 4*3 » A* ««iote« tHe mfeni i i of « 
by iW we prcwt m i W toaaet loo t l iat C fKt4!» 
I f € A » r € £ th in 
€ t K . A 1 • t A 3 
i ^ l o h i n eoait«lii«l i a Ci^t 4 aiiioe « H 4"f 
t b a t iby (1) ne g«t 
t C 3 e 0 (S> 
Siaoe r li»l tioth « U o I d m l aii€ « of ll« b r 
temm 3*t dthtr f Rfll J^is eowotatlto oootAio* a oootcro 
&d<«l 9 of R« atppof* ^ t C }* i t eoeiitttfttivo, m tlidt 
c c f «tR} 3 « o , t h a i hf im^m CR,a agi in 
t»r tbt sasie JLestsA B c ^ y ^ eoatr«sSi«tl<m* f l ^ s [ 3* eon t a i n t 
a 14tal jJof Htne* toy (2) f | 
Zf o « t «t » ( AfA } ll« thm t t o e t B i s £ A t 4 1 » d* 
i f , C 1 TCtT) «n<l A • C If 
t C C f ©ftiJ j» C 3 , fO,^ 1 3 3 « <o> • 
XLIAS ATSOAE THAT Z # O* 7IIIQ IBR ALXYVEF WT F ^ 
( Zf^ l e t ; f ^ a m 0 QmM&o I J cj^ B* 
qf ckAV' ^ 
3*9* Zf B i s a sai ipr isse rjUig ^ mid tl i s a U t 
of C KtB J vl«ti tt^ at e a l l % € % t b ^ f a o* 
f^oef* For tt € H doa jc: € 1 , u M m } * • <ttz)x}ii €0, 
i* t * , 
• <»t>® • ox^tt « Co* • xa)® € » , 
as tt^ « o. fhcr«f&r«y (tlx xu)^ » o for a l l 0 C C 
ft 
HaltipXr 00 the r i g h t h f ax t o ohtalQ Cax> » o« t f a il o 
f o r coB^ tt ia tr, theo iilEl i s « o i l r i g h t i<i«aZ of ii}<9ex 9, 
By tcsaia B vooZa have a Qoosivo oiZpotcnt i d e a l which i « 
i«po8i4tol6 in a soBi p r i s e r iog* Beoee U 9 o* 
Leaawfc a>tO> Zf H i s a p r i nc r i n g of o h a r a e t o f i s t i e 4 i f f«pci i t 
from 8 md 0 i a a Itie i d e a l o f B with idix » o f o r sone 
X ( «r o )• thm 0 CI 2, 
46. 
f b r m t o , F C I i # o » x fUft 
r bjr ^ xr tor Q* fli« xit ti | s t x xttf s r tix « 
ml iif X PX « HlQee T i s piriote AO^ X OF TI|X « O* 
Aiftiis r ti^ttg a r f e t mg € H iaxCit-^r J x « o to 
obta in V xtt ttftijgX s o * ^ e t s s irt g i l 
X f X « 0 1 I s tli« s a t^ l i i i |«eierat«a I f 1 Z i 
Z>^ i3i8A S«1 1 ootil4iii8 m I of H and li«io« 
X I X. * o t i ^ l e h i s ^ l l ^ t tii&t s e 0 ^ H i s p r i s t t & 
oi^tradlietioi}* ^mee Z • s ^ u c z . 
Iitiafita M t H be a prime r i n g of e b a r a n t t r i s t i e i i f f t r e a t 
Lie 
ftroa S 0 tee a nonz^pQ/idtai of 1 « | 8 ] saefe t b i t C ^ t ^ 3 ^ < 
turn W c: Z* 
Proof* f o r f ix«4 ii € 9 and r € i^et dCr) » or • r iu 
f l !«j toy bypott iesi i , d®(r) € E for a x r € £ ] . t b a t i» , 
< C Xtr 1 ) € Z f o r a U x»r C R • x lir iqTt tliiQ 
d® ( L x ,y 3y> € a » wtilob on •^^wiloi i y i e l ^ 
<1® ( C ] )y • 8«! C f X,y ]> <i<r) • £ x ,y ] C 2 . 
If y € u t h « d(y) € 2 l aa « o# f h m fey 
( Dcffl )y • m (C x,y3) «(y> € 2 for x C R, y € tr. 
MiepmA^ d [ x . y } » f <5(*),y J • C «f } » t «Cx>ty } • 
fh t t t 
r x ,y J ) y • a £ a ( x ) , y J <lCy) € 2 
%% 
Co««»tiQi t i l l s «(pfttloii v i t l i a s [ x t f l 
ve get 
y C<iCx)iy} - W(x)ir}y « o 
f o r a l l X € y C % 
I f f o r eom« y to tlf tf<y) Of tti0i» a t I t %» in th# Ointer 
l»y wc get 
y t m u t l • f <i(x>»y Jy » o 
i* e* I 
y® dCx) - Sy <l<x)y • « o <3) 
f0p a l l X € R. 
to (3) repJlaee x )>y yz use (S) to get 
d<y> i f y ^ 2f lei^ xy®> » © 
AS d(y) Of nod i t Ittioogs to tHe eea ter ^ t l^^ 
y®x - 8y *y # « o 
l»« i I 
y< yx - *y ) « <yx • y f o r « € 
Benee, toy I»em y € Z aod so d(y) « o« fbtis a(y) « o 
fo r a l l y € 0. ibP r € f «,R 1, € IT, 8en«e d^CD « o 
fo r a l l r € C B,R f h a t i s , d^ C x»y 3 « o foi? All ^ 
Replaee x by xyi thtii , 
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o o d® < C x , y l . y ) 
» (r «.y y • (c x,y l) <S(y) • C x,y 7 «®<y> 
• 8 « r E,y 7 dCy) ^ f 3 n H f h 
It y € ( R,a 3 , t t i ^ ^ H f } « o» Sbtts l»y above, 
j i tyl)a(«y) « o <•) 
a l l X € B t y € C 3« 
(4) 08 y n y • tti a s dCo) s o get 
4(fx,a3jd<y) « d®(ai) «<y) » o 0 ) 
f©r Al l * € B | y € f 1 
Sliiee C j i s a 119 i dea l &f Sf y € C J 
aoa r € R| y f y , r } i® agala in [ R,ll J , toee fey {i) 
In Yiew of m l a a t €(|»atioD peaue@s to 
a®(*) y dtyfi^J a e m 
f o r a l l € R, y € t f* 
Linear ise <«) on y • y • *»» thm 
/ 
d®(«> fy, r3 • y dCutrJ « o fo r € b , y eiR,!ll, 
S ioet d f y t r 3 € 0 , t h « u d f y , r 3 • d | y i r | a » f h t r t f o r o in 
view of CS) tii« l a f t tqaaUoQ f i v a t 
dCx) jr d ( a , r J « o f o r a l l € ft | y C I a^R t 
il®<jc) C M ! » « f « P a U « € s . 
I f 4 o toT sofie « C a , th fo for timt x> fey 
C By It } c: & Br H , a eoatmdlotldii* Hetie* 
m o f o r m i X € a . fiiiMi toy t m m a € Z 
tofiia H b« A of s and 
U a U « Mea l of CHf R 3 wi t t j t ? 1 c: & fl i to u® € E fo r 
tt € HI. 
i f eo f* ib r f ix«d q € 0 any r C R l e t ^ ( r ) «* i r • rti« 
t t e by liypotliciifi € 2 f o r a l l r C r by 
m C a s d(tt) s, o« I f a C t!i«a ^ e r e i s ootblfig 
t o s«rov«« Suppoev t h a t ti 2 | tli«i clal® ttait a^Cr) » o 
fo r a l l r € R« If d^ Cx*) o f o r toa* r C Hi a s i t i s in 
eiQt«r z by Leana i«3 « C a oontradiotioi i . Hcsee 
f o r a l l Ui % Beplaea i* by sy E»y € a , tb« i 
Aa a coot«(|a«Doe of vhiehi ve g t t 
dHn) d(y) dCx) d^Cy) » o f o r a l l x»y io R* 
X«{»iaee y by d(y) t tb«i 
m* 
d®<sc) «®Cy) « o i n 
f o r a U Kff to 
Xo i f } z hy wt s € B ^ l» t« 
• mx} dCa) • ] » o 
By in ttie f i r s t rm i s i fMie R liat e l m r ^ t e r i s t i e S 
t h e t « r s i s s m « then 
8 a o r«r « U f € «• 
Sifiee i s p r i a t a^Cx) » o f ^ lO.! x € t l ^ t i s 
tt® € Z f o r alX ii € 
litaaa 3»tg> Xf R i s ii r i a f m i V i s s i dea l 
of C SfR } with C 3 ^ f|j«a V cz z e^cij^t eiiar. R « s 
and B Z i t a siisiiie r i n g and 4«diiaef)8ioiii^ o^ t r i t s e t o t t r * 
f roof^ I f obar. R # SS » tlirim by f|iiu» 
asst tss t lmt ebar* a « tbcn by h m m 3*1$ u^ € $ AU 
11 € 0; Zf Z a Of t ha i by Iics«ft 3«9| U « • oodtraSl^tioii* 
Seae« 6iipi>08C t h s t 0 ^ ISi . t s t ^ b« t h e eeo te r of 
a p d a e t r z . fbco e i e s r i y f i s U e ideal, 
of f 1 , 1 3 aod not eontaioed in a s tS Z fiappose X i s 
a propsr ides l of 1 . l e t 1 « C 1 , C I t l 1 3 • 4 s i ap l e 
• 
v e r i f i c a t i o n glides t M t 1 i s a U e id«ki of C « f i 3 sad 
r) I • Slnee [ 0,0 } c 2 , f r o » t h i e «re eso eas i ly get 
BU 
t ti^i^ } C ^ I iicfio« hf IfsaDik u £ t f ^ la C W 
m timt S C B irliieli i a ^ U m %Ut 
^ € Z a l so i d , Ittite 1 eontaan* no i i w « r t m e 2- e—• 
hfoee E la o o t inv«r%iblt» But z «Q»titiDf mlf 
ei«3eott« ti iflPcfort A a o fiMP a H ^ € k § then hr hmm 
A s ® , t h a t is> C % C l | I 3 3 « © • I f I fT tfefs 1>y 
i easa 3*0 1 c. 'z cootraaieeioii* ftioa 1 i s a l f^iek Mmm 
hf hmm s 4 » # Heoet Xt z 
How we ante io « poil^loii t o firov« foXlowiitf t 
fhcorCT Let B iMt & p r i n t r i n g H A l .i« i d ^ i of 
C RfB 1 . f h m citUfT t y ^ t J to a o i s f p o 
tm S of H or i»i«aa R i t of e l i» f»e t i r ig t i e 2 as<I 
• t 
n Z i s a siBiple t i n g 4«aiai«i}iicmfli o t i F i t s 
^ o o f > I f 0 D C 3 f o r ooaaopo i d « a t I aod ^ of 
%hm the re i s QotMag t o p r o f i t X ^ t a s i o s t t l iat J 
f o r m y ooQZtto I ^ of Il« fliio l^astft 3*8 
r C ftf»0| J , C ( VfW t 3 1 • 
By 
c cOtty 3 , f 0 , t i 3 3 
Af«iQ Ltsaa 9.13 
r V, 0 3 c . E 
AQd to hf as* of the OC.Z, f h i i eeit|ii«t«f t he proof 
of t h e theorei 
3»14« tf U i t ft pwlm^ r i a f iBd tor i C 1 « 
C t , C } 1 2 • thm t € Z mmtpt i f a i « of eharaett ip. 
••t 
i e t i e s «ti<l S IS i s «l»p].t 4«<ii{Qi»aiQii4l m ^ i t s erntm* 
^ r m t . m e 9 f t , C 8,8 3j c 2 , therefore 
f r <1, C SfK 3 3 • C RfH J 3 • « 
Br t a e o U i d w t i t f , 
C [ t , C 3 J . f « ,« J + C f rR»R 3 • t 3 3 f^ 3 
• f t , ff R,R3, [K,R JJ} « 0 C^ 
n • CC «»« J$ f SfJ^ 33 • i # € 8 m r 
la 3 t c a , a 3h S f{CBta)iR}t0«fR)3 • tCRtfBfRrj ,m,a3j 
s, CCR,Rl,mi«31 • CC«iB 3f C«fai3 
£ C C M 3 f C 8 f R 3 l ^ 
ttm V i t A I4f of lU 
Ut tm * € » I } o fhmi trifimUr IT OfCff) , 
ftt 0 i a a idea l of R t t i o t t 
( r<i;> , a 3 cz ff ( C 1 0 ) m ti»«t 
f (0) t»« A i d t u of a. 
m* 
Sow »app&M§ thMt f r € Bs fhm 
( A m • Hafel • • ( t o r ^ ^ • ^ h ( m ) 
$iO00 € f CH) « the flir«t ma tb^ ••oo^ ad t i r» m 
tli0 right IB H«Be« £ AI^ R^ J c. IT « that la 
Ab € TCIT) • fhUB f(U) i§ m u * Mml md & m1t»in$ &t 
By XmmA TCII) is tommUtif^ cr fCtT) eeotidLiit 
A (nmxep0 Miftl, 3 of R* 
St f 0 ) eoaiaiiitativt, tb&o IT i t t^matMwt^ 
Mow 
Cff. [ a , R ] i j « (cca»it J , f j ] | f t , i i ; } j 
^ C CRfRJ f f M D 
u 
f h t r t f o r t , 0 i f ft^ideal of £ H^E J* %m l»r 
t r c . 2 . i « fCBtS j t f a , R ] i j sme® 
fR^H) i t i * l f i t A Iri* i<l«»l of C RfR 3 • ftier«f0P0» by 
54. 
hf [ J c:: E * Mmi W i m m n.z, 
a , a Q s n ^ A ^ e t l ^ * 
f h m ^ t s o o t %im% t<0) eon tu la s a n o o f i m l a i t i l I of i * 
siii«« £ f CtT) , R ] ^ t P f J c 
C t , 3 • © 
In I 
C t f 1 3 « 
fhm b t ytmsL 3.4 « € Z . 
Mm V* ATT A IIOTITIOII «o PROVE «TUT ASIO L^TORW 
of t l i i t otmi^tfp* 
f h t o y o » Xf B U r n r t o g and i f t i t an 
n a a i t i i r t of 8 C ^ t C HfR 33 ^ f , 
thm f I t f 3 J f o r non i t ro idcf t l i X AOd ^ 
of R or t c z itxofpt i f n of o l i a r ae t t r i a t i e 2 mA .1 
It Z i » A aimpit r i a f ov t r i t a eeot i r* 
i^oof* I f t CL f RiR 3 • * « U t i ^ i ^ i of 
f n^n J and tbf eooelttsloo iasediAtiAr folloira f r o » t h w e m 3.1 
m. 
t b a i 4 i 8 s m tfe&t f c ^iB 3 • 
tr • f f M J 3t 
r i T t C M i i • c r t f C M 13 • C B f R f 
c f f [ StB 1 7 « ts 
Bf m tm V i s « U « t<S«iilL of CAfli 3* 
f t i m f o r * hf e i the r ti ^ it^i J f o r 
a o m c r o i d t a i t I i n i d f o f a m M C2 Z^ 
f © , «« t # t t h a t t p C I t ^ 3 l^^r $oa« 
nooccro i ^ t t l i I and # of R» Xf 9 « t f« C t f ^ 3 1 ^ ^ • 
flktn hf Zicstta 9«14| f a Z • f l i i s eom^lttes the yfroof 
of t h i o r e a 
CHAI^ IR n 
m t a i c ^ m s f i g i m ' n m m n ^ k B m u m h b i k o s 
3^trodiictioii« mif wnHUimt coQ^it icnt a r e mil kn^im 
i m d ^ nMeh a flvflu r i n g btceiuBa eoe»iitativ«. Votabl,* aaciai 
t%m a»« tmm glir«s Hr Jaeobtoa, H. tfers%«lii,x. t^ j., iti^^ljuai^^, 
' I . ) B^a^uetf 8 t r» t« l i i | ^aln.S'^ Kh Ha a l l ^ v s e r c ^ l t S t 
th»f t M r i n g t o at«cieiatiir«» Beemm^t^ Jt^ a^ /^^ i^m • 
Otite«lt m ^ fa<|iib ClI] iroved t h a t i f R I s a n a g (not nceci* 
• • a R l l y a s s o e l a t l v f ) wltli m i t y t if o , In vMieth ® m® y® 
tioias fo f a n Xy 7 € R , then B i s md 0Qpta 
n o proved ^ t i f R i s a a^^asaoe i a t i v® risig i t i tb m t t f 
1 iT 0 t i a t i a f y i o g t u t eoBdition « f o r a l l 
3Et y € Rf aod fi i s a f r e « (i*«*t vti«»€fi>r Zx » Ot 
t h w X « o l t ttica B i s eoiasiitativ«» 
IQ t h i s ebai^t«r tlift r i s g s eonsldercd a r t s o t oeeessa r i ly 
a s s o e i a t i v s i l^ot eoQtaina t a i t y 1 o» We p t m e the follotiriDg 
r e s u l t s i 
A i s a r i n g soeb tha t f o r some f ixed pocLtiire intfigar 
Ii|,1,<«3r)® • i f * f holds f o r a l l x , y € «»d the a d d i W f 
grot^ of R i s s^ tors ioo f r e t ( i#t»y px * o implies x « Ot f o r 
a l l X € B) f o r t t t r y giritte in tege r p Qp th«i It i s oo« t t t a t i9 t» 
Theor t t 4,a* Xf II i s a r i n g s»eh t h a t f o r soist Integer 
n ( x t r ) dtpiodiog 00 X and y , • (yx)®^*'^^ sad 
nCxtr) o<xtr> 
tsoias f o r ftU X, r ^ ^ ^ a^iSitlve of H to rs ioo 
I1pt«t {!•••» tlx s o Impl i t t X * o f o r All X C R {Hid q t o b t 
m f i n t e g e r ) , then A i s eotaaatatsif'e^ 
fhCQg^i I f a « r t o g saen IShat f o r a l i x , f C 
ana addit i tre of 1 i s i^^toi^sloQ f o r pM^ao Quabff 
S> ^ Qi thm E i s eo^ssatativ*! i f o i s i t i s s u f f i * 
e i i o t t o t ^ c 9 < 8* 
theQvm 4»4* l i f t R m r i o f saeb tHat f o r so»t integtiv 
^ aC«fy> eCxtf) o<*tr ) 
(i(ict7) > If aci^cBdiog 00 X ao i f t Cxr) « s F 
and • c»#l> y Hoists f<a? alX 
y € By m^ tue of ^ i s to?9ioo f r c o t 
R i s oo i^o ta t i f s* 
yhtorsa U t E bs « r i o g saeln t h a t i f o t s ^ c f ixed 
i n t s g t r y° » x® f<ir 10.3. Xt y C R, ao<l 
group of B i s ^ . to r s ion f r c s f o r m ^ f pflAft nisiibtr p ^ o 9 
thsQ E i s eomntiit ivs^ 
theorsii 4»6» I f B i s a r i n g saeh t h a t , f o r sons io tegs? o(xty) o(%y> o(%y) (o<«ty) 
oCxyy) 2 ^ dtpiodiog o o x s Q d y t X y « y x 
o(x ,y) o<x,y) «i(*ty) . n(xty> 
aod (x«>l> y « y CsN'l) tiolds f o r 9XI 
X| y € H an4 the s d d i t i v s groop of E i s toK'SioQ f r s e t ^ ^ ^ ^ 
oonBHtativ^ 
f b w ^ j U l f t Z ^ it 9af r i n g v t t b t n i t j r 
t # o , such tliat f o r tome fixcdt pe*it i i r* i 8 t t t « r o » 
(xr)^ « / x^ ^ i t f t f o r All ai, r € Ey i f ^ot tp 
of 1 i t p*t0»«ioii f!r«e fu r ea«ti ptimtt m t t g c f p ^ n • If t M 
8 i s eo»3iiU%ivch I f » i s v U ' t then ite t « i c i f f i e t i i t t t o tiOte 
I h W c a <#»« liel R noo^ataodintive f liSf witH 
t Of stte^ til>«t f o r soa t pof i t i i r e sCiCif)* 4t|>€ii$liiii 
oil X f i (xy) » 7 X aii€ 
oCxtsr) ttCxfir) 
C<»ff)y) « r tiolii for la i Xf r to B 
i f fTottp of H i s tors ion fwmt t h e fi i s 
f lksortss 4*1 4*5 a r e giSK^^isaitieAis of 
r c s a i t s of Qiiq^ tA C^"! ^otiisa»«Otiloa|,t»fft%t;ili (17 3 
4 1 » iags io vtiioH (XT)'* « m t It tocaBrrlOf 
Coot ncecs s s r i i y assoeiAtivs) witti mltf 1 ^ o» for mf x € !l» 
v t dsf i i io fts fol lows I 
X^ • t x % • 
f v f t h m soy X|f Xg, So B » vs d o f i o * 
89. 
fb i lo t f io f Iftnaa OAD i»« prevtd bf tlie nsoftl IndtoetiYe a«tljo4« 
h m m 4»ft f b r y C th« foXlowlag r t la t i i j i i l idldt 
a a - (>-0 -^t*^ 
x ^ « « . * x y 4 > y a e y y a q r ••••aty . .•3iy*..»y y 
• 
• if . xy*y xF x y ' y # » . . y> 
the t c r a s ia the f i r s t tsraeket a r« ototaiiied frotn t h t 
JQT xy •*•« i y ( 8<»tlmts) l»y disl«tiiif x a t a. ttac^^ 
t h e %mi In t h t seedo^ hr^etiet ar^ obtain hy r e s t i n g two 
a t « t i a e freta t h e esprcssioQ xy scy ( Q*tita€8)* l o gmmf&l 
th« tariss in t h t r«»th bra<;ket a r e obtain ea W a f e t i n g 
t h t r plftettA a t a t i a e . The o u a b ^ of t«im» th« 
hTAclcfitf wte C r » a ^ l ) . analogous eiQiressioii 
obtalBed f o r (yCsEi^t))" <yx>°, by w^Xaeing xy by yac tn th« 
Voliotriac I cn t a i s mere eeaerai than the abote XeaHA ^dt oao 
bt prof td easiXy* 
I>tBi«a I»tt x» X|y| e l a icn t of !t» 
with 1^9 y^ C R* Let f be obtaioed t t m x by r tpXaeiot sose of the 
H** » • • y 
60* 
t —t i t to th t mm of All tbo»e tm» #t>tiilii«d tftm 
XgFg cr % to 
t ® 
« l i tr^r*! of eiieli t e t t s 
U k k k 
C ) • ( ^a^logottf r e i a i t s ean 
f 2 k 
he s t a t e ! for r^'s* 
J 
How we ^egla id th the folloviag r • s u i t s irlileh xie^d 
tirotigtiotit th i s ehap tm 
I t ^ ^ u i ^ Fox* any s>08ltiir« Integer8 n % ttie foiloidfig 
t€ l« t ioQ8 boM t 
Ci) ^ ( ) C isi^ f -IE)** a o m 
tE»o k 
m o e ^ ^ t i i a s St > « » 9 ulicrt 
tt a l < > • 
l£ ( • • k j l k ) 
( i i ) Wot osy po8iti ire in t i g e r s a ossd » 2 ® S 
c t - 1 k t - l UM 2 « 
g B C-t) C ) ( t-k) f C , > 
t^ t t It t a^f 
« — S (^1) < ) ( t • 1 • k) 
t ilMQ k 
Froof* BeXatloo ( i ) fo l iows fro© «*«re4»s I of C g tP* I W ] , 
l««ft tmaA aide of ( i i ) i s tfOftl t o 
. „ to^l . 
t ^ n i ) <t • k) I M ) c ) 
L wmo t^f J 
B 
i INIO t^v 
o r 
I rr » 
k 
iGiiO 




16P0 m T 
r a ii . le 
| < t • ( M t » • iun} . f I M ) i ) 
o r . 
U F II p-i K 
• U U ( ) i U k } ( • ! ) C ) 
ka0 p k 
t t k |}*1 
~ S C ) C- t) ( t^f • k ) 
t k>o k 
• 1 C >{ g M ) < M t • k > 
p«1 IP k 
ID v i tw of r ^ i t t i o a ( i ) m^ tlio I m t «<%ts«ti<m «irriv« 
eooeltttloii* 
m provt the to l lowlag i 
hmam For « nx«d io$*f«r » , fi a a t t a f r 
a ft 
Csr) » Cys) f o r all f tn m^ Imt m^*) he « p^tof gioa 
f r t « f<3r taoh < a » tUtkm 
a . f 
(y . a q r ^ r . *y. y • K r . T ^ i ' i T T ' > « 
Cf . f x • • yx .y ••«« f > 
lioidf for aXl r € B* 
n 0 
faeof* By iiypol^etif Caqr) « Cyx) mA i 
• i t i ^ ^ n f w a n X , r la 
II II B N 
tii«pitfcr«, - <xr) • fyCicft)) ( f*) * 
Bf l^mm f t v t 0t»^tii 
o - l 0 . 8 
• t x y ^ y . x y t y ^ s f ^ f f } i 
in 
vlitr« At obtialsei! t<m l%tt hmA i^He i»f 0} ^ PiplAOlitg 
xy Iqr yx in w h t m aod kcfipifif «3.l otumr f t e t o r * 
l>otli a idc t 0f Ct) nmhm of i o reap«etiY« te'aelictt ^ c 
( 0 ) < r « n S f . , o - t ) 
ID ( U x l>y x ^ t , im^ iit« i t t l»f th« f ^ i n e i ^ s 
i m m w get 
i9« 
« « 
- 1 ) ( T • 7*If*• • • x f H * « • • • 
* 
n-g / ii->t a*® - Y) 
•sCa - 1 ) (^ y • x r • F .xyvy • «••* y j j 
• ^ ( s ) 
A^ i s ol»Uifie(l itm a» of hf t«pl««iiif in 
caeti %mm l y l»it f x and a l l oth«r faetciva m i e t e i t i * fli^ 
vi tMii t i l t of of m aaftc t l io t t 
In C r ^ n t h taraeiiffe W of ( I ) . 
f u r t h e r tAi« eo«ff ic i«Qt «i> t l i t r^ t^fei 
1»r«ekt« of (0) i t otitaia«a ms ItoJLiovft t 
r 
Cooti tf i t y • XT *•«• x f i ttfke «ay t c m l i t M o lili* 
f i r s t txraotiH of ( f ) , z f roB pimeoaio t lmt 
t m y v« obt«lo a t « m imroif lng x f t M t i»«« m ^ yt t tiii«t» r 
Sloee ii« wast to oMalo y • xy •«•• xy t v t ooiy tl)o»« 
t e r n s in th« f i r s t of (1) vtileli t0 f0 iv« xyt t i a t s 
At t b t sod* firon aiaf sneli tsriiy i f we t la«s« 
» r 
obtaiQ y • xy • • • • xy* f b t r s a r s < ) Bmh tf^MS in 
f i r s t lirsokst of (1)« ^nslofotis proe«diirs« wh»o s^tpli^a t o 
kill WuaM i k • ttt Ul^B* of fl) fi^** 
f*# *r I ^ f I t ^ tt«i«i* t«p« in mf Wmmt «rtfr 
^ Mi* t t m t m obtain 
^C ) < ^ • ^ I ) «iif eo«ffleii i i% #f 
A 
y • iiqr *•«*• S j n i l o t i i ^ r^nmm in < I t h 
of CS) bave tb* tfta* eo«ff l«l€i}t t i i «» t l f | « 1 )* 
fo ftpiilr ^bc tttppott bf emsttouiiii tli« Mst 
Abovi^  f 0 r t « obta in 
h ^ • • • • • • • • % 
f a t t • 0*1 
t - l It 
^ imut it 
t, tU-^  ([Vv-'S,^ -"lAo A.'A/U^ 
.<y . W T T r W * see » 
wbire ji^ 19 tb* I«f»ai o f 
x r bf In f t r s t aail otbcv f a o t o § iia<sb«8$«a» 
In <9) replmeii x b r mid «»• t b a t vc febt 
f o U o v i a g • 
e * • € « 4 
U2 l^t 
vh«F« fo r V • Ik l f «•«• fA-t 
Gw « B ( - t ) < J ) C® • t - It). 
tCBO 
- C ? • ' " i t y . r r ^ • • • t ^ 
If l i t re 4 i s tlie l e f t tsandi 8ld« of ) 
replaoliig in meh teem My hr ysc md kmpiog 
f ^ e t o r s isaeiiaAgti* 
f l i t eoeffticimt m^gi^e t ist C i • t ) t h braelettf 
ifli«r« t 4- 1 s i s t t e ^ n t ^ f o a e o t 
a t f o r mia i t «(|tt«2, fed 
t IS M l C ^ < lilt ) • • 
loo » ^ ^ 
t S M ) C ) f t - k ) ( I } 
I: ^ ^ ^ 
vilieh i f t o 
Is te t 
<U1> (-1) ( Z ) (t • 1 • It) bF Imm a(ii), 
fhia pfm^B tfai att iTtioii* F f i t t | i i | t « o • I ia C3)f i « t Co-D s <•!) ( ,, Xo.t^iE) <r y) iD80 * 
» 
-Co^t) B ( -1) ( ™ Ka- l^k ) <r . y * • y* f ) 
« 
Xq Yicw of Iicnca 9* t | %ht i a t t r t duee t t o 
d&sot CBf-I") i i F-T®PTLCO FR«« tor CSMSII PFLAE INTEGER p < O » 
we hm^ 
» • ! a - 1 
t h ^ m Iitt R « r ing Coot aecessaapily atsoeiatiTt) 
witl^ aaity ! sT o, sieli tli«t i w f • ^ ^ wao* fixe<! 
poslti'Tt integer n 2 1 md for aU x # y in furttoer, Xet 
tHe ft^itlve iPoop of R be p^tersion f r ^ for m&y pPlm^ 
tPtmgmf P ^ ^ t i eoliQittt&mire* 
l»oof» By tmm 4*8 
y » y y* • y y (S> 
fc^ Xf y C R* 
Sep3.«e« y by in (B) and use C9)» After siekple e ^ p a t A t i o a 
end rear ranging t e r a a , ye obta in 
a , n ^ t 
C f ) (^y «y • 
/ n*3 
* 
• *y y •••• y j 
• xy • y y 
/ 
• '«v»?v*y y y 
/ 
whUBf B| o^taiQvdl fires l i^Eia ^ t (6) hf ftpJUieiog xr 
hf f z in •neb mA lc*cpiQS pthm tmctustB cnetiaofed* fit* 
n m ^ e i t« ra f lit t I r i o i e l i c U a r t < } f o r 
W B tfSf « 1l*t« 
t o iDaneiioDf mppem txf eottUQo&fig tli« ^ r o e m 
%s a h m e fo r % * t i a t a» v* obtalo 
^ B.I ^ 
wlicrv fo r r « t | | 
C « t < ; ) 1 M ) < ^ 
Cr xy • igr r y ) 
i t ^ f r«^JUeinf x r yx lo t c m of i w ^ a 
of C?) r«i«ttiifig f a c t o r s i»eti«ifigt<tt f t i t of 
to l^raekclt of I^HtS. of (7) 
i i * r 9 D « 1 ) 
By r«pl«eiiif y fey y 1 ^C t ) leid tislBi (7) » wo pro to 
tlHit v« get 
u l i t r t for r » ^ ti«1 
y - t 
( ) < tU « ( M ) ( 2 ) S M ) ^ c ? )  M ^ k ) 
* * W M K 
o«r«f 
if y 
asd A i t fr«ii 0t la) W igr hf 
fx, in $mh tmm mA k^^gng ether tmtott tmetofid* 
e e e f f i e i i n t oit«jii<!« ^ < L u n t h l ^ e k ^ t of 
of C a ) i i obtftloca fti fo3.1ovt I 
fli« eontri t iat lon to the eo«fflei iai« of » > 
frot t tli« ?@»iiitiO£ o ^ ^ t s l f i e ol>talnfd i^atttof • 1 In 
plm& of F 10 fJPoo t h t f i r s t tapi»eii«t of C?), i s 
B ln l i f t f i f l^f tl)« fTooeso iio th» oootrlbiitlcii to 
ttic o o 6 f f l o i « t of m ^m ttm 
o^ to ia td « f t « r pn t t i o f f ^ i m i ^ i ^ t of y in Ct) , f^os» tlio 
C i ^ U i )tti te^enot of i n U 
A « 1 - 5 r 
) ( « - « I < , ) 
t h e eoatapibtttioii to tli« c o o f f l o i ^ i t of r air Aft<r t h t 
( £<^t#f)tli tv«ele«t i o soro. 
fliiir«rort» t o M e o a l i b a t i o n to t h t eoefri^eiMit of 




t . t 
( t - k > <"t 
B- t 
M i . t . t ) 
• t s 
lC90 k 
t 
( t ^ ) < «! i > 
lc»o 
Sioeo 
< L ® > < I ) • < £ .2 ^ 
f h t r t f o r t i th* Above cx^«tsiont»too!itt t 
t ( i ! , ) V M ) " < V > * 
ktto 
. . . . • 8 M > C ^ ) tt.sc>*"" ( ) 
In v i t i r of th« above «xi»res9lozi beooati 
t<»l It t I s 
( jUi) S ( • ! ) ( ^ X t t U i t ) f o r a l l £ « 
1b»O * 
69. 
f o . 
f l i l a i t rovtt %ti« m^Bmtim* 
P a U l o c % • i n « • i>l>t«io 
. . a ^ o - s 
( o - t ) ( o l t ) « ( -1) < 5 ( o - M ) (*r) 
mmo * 
• C o i l > H M ) ( 
By totti s e n , wt g«t (it)l t f « y* f o t « U at, f Hi 
Biaem^ u d d i u v e group of E i t p*toftloi» f r « « fo r fypise 
l i i t««fr P i n * Wc XT » f x r«r a U lEt r € 
It t a e o n a l a t i v t * 
f b « proof a l t o gives m» t b t foIJLowiog t 
f h « e r i » 4«s* A l>« «ii|r aon-^ i soe ia t iv* r i n g with m i t y 
1 If tuelt t l iat (iQf) • i t m } 
o(*»y) n(* ,y) » i v i m ' t n hoU9 fo r soiit i>o»ittfo 
i oUg iT a<x,y) , oa ai}^ y for a l l y i s ll« 
!lo»to»«r tti« A d d l t i f t fpottf of a i« tor i lo i i f r t « i t h t t i t 
11' tt Q 
40 . ainga to vHieli (aqr) • « y , 
I f a i t A r i n g faoh « i a t <xy)® • f* 
f o r tome f i x t d p o a i t i v t intcg«r n IUBA f o r a l l x lad y in 
and Kortov«r t he additi ir« group of ft i a p»tor t ioo f^ac for 
priMt M^gmf p < Of tliiii 
y xy • • • • • n r y • o *y bt»i.<i« fo r y C R. 
iPro0f« Sloee fo r a i l Xt y € A, 
ittm CCE^I)^ « Caw^ t)® J? 
•(tbtra«tioii« wt gcft 
^ ^ . x y aqr • iqr.xy#«*** xity) 
- - - -
G.f 
• ly . xy ^ -I' *y . y 
n M n H M w 
- ( ? ) X / * < g > X y** ^ — < ) X / (») 
fUe of terms In tl}« r t i p ^ t i y t t on laotti ^ d t 
of <») «*• ( J ) < r • 1 ,2 , a - n » 
To apply lodaetioQi 8Bppo«« by eonUoiiliii t l i t lo'oofat 
At for t» t in«8 , ir« t ^ 
D • 0 • • D « • £ • • < O®) 
% M o - t • t^f 
tflitrc f o r r « t , , 
k t - t Dj, • t s M r c k )< M ) 
ip® 
• xf Jiy • • • • • • a ^ jar#F • • • • y) 
% « t ( P S ( - t ) < ) < t^k ) <« r h 
8cfl,«eiQf X X 1 la <fO) m ^ uM.iig {Hp ve e l a t o tha t 
wt f t t 
f # • f • 0 <1t) 
0-1 t M a^ l 
i f l i t f t fo r r • I * 
* k t 
- S ( - t l ( * ) < 




0 , - ( t f t ) ( ° ) I ( -1)^ ( ? ) < u t - i i ) / } 
r y i c o II 
t k t where tbe e o « m G i « i t B U i } ( * ) (ti^t-k) o t i t t ide 
toi o * 
tli4([t|.tlliraok«t iM s i s to UEtSi <1t) I t 
• a tli« aaa* wa^ r in 7li«or«si 
T3. 
II t 1 ft 
|P«0 
o a t i l d c tbe < i . t ) t h b raek t t ( i o*f > i s of 
/ 
< t n i * ol^Uinta a t f o U m i 
ii«»£ a 
f1i« eoot r tba t ioa t o t:li6 ee«meS«Bt of x F tfom t t i t 
f i r s t of tli« r t s o l t l i i g «a^r«ssi«ii obtaiii«d hjr pu t t ing 
in p U e s of X in > " CtO), i s 
It fc.1 n - ft 
i i 4 
f l i t eootribt t t ioo to tli« e o e t f i e i c n t of x f r o » th^ 
( ) t l i 1ir«eli«t of tUt ipesaitlDf e i ^ c a s i d a ot^tftinedi pt t t t iog 
Xf! i» p U e e of x IAO a»S»S» of CtO)« i s 
The eootvibtttioo t o tli« o o s f f i o i n i t of « f » f t « r 
tli« ( i*t>t l i farsokst of Ct9> i s sero . tht ts l ^ t a l 
o . t n 
tioQ to tli« o o s f f i e i c n t of x f f r o « (10) isp 
|t V (^ x^t-ii)^ ''^  i ft) < ) 
t»1 ^ k t . 1 t n a - f t - i • * ^ ^ <-'> t ^ ' x t - w ( u i ) < H t l > 
It t « 1 n ^ 7 
<-'> <V < i ! t > < p / 
f4» 
S2iie« < « S l J > • < I > < f > » 
a ^ , ©•i^.l % . # ® % # jt^ 
— » ( i l l ) ( ' ' T ^ " > ^ 
fit* «bof« t i ^ t s s l o a l»teo»ts 
a r t - f lE t . 1 ^ ^ £ 
t ( fc > < ) ( p • _ - • • • • 
IE®0 
t - l t . 1 Lp. I ^ 
• s ( - t r c ( c ^^ 
IQ v|»ir of S (U) f th« equation y l f i i i f 
iU%y I ( -1 )^ ( J ) C t f t . k ) ^ ^ 
* teto * 
v-liieli t U l a . Puttlgig t • o^l la <10) w® f « t 
<11-1 > S <-1) < ) C n-lt-l ? 
lD«o k 
ii«1 
<r x y t t f -t^xr.F* r) 
• <B.1>.o s ( . i r < \ M o-k-l) . < xy ) 
Bf tesiaa S<i) v« ti«f« 
^ a - 1 ' « 
(o«i) i xjr • • • • • • • *r* f <0-^1)1 ( o . x r ] 
m 
filaet M i t t f grot^ of fi i c p^tv^tdm iwm tor m ^ 
prli ie l i i t t t«^ p < tt» ir« f « l 
g 
f * r • • • • • • • lar # f • • • • • f • B. l y 
fhcpycii 4»3# l.«t i l>f «ii|r iioii*asi06i«itiv« r i n g 1 ^ o 
•ueti th&% fo r aoa« f tx«a i n t i f t f o > f , Cxf)^ • a^ 
l ioiat f o r Alt Xi y Sfi B | m d tu^ groap of R i s 
pvloPtloi} f o r prift« i t i t«f«r ^ a* tisio K 
oolsaiatatiiro | i f Q i t ^ ^ ilica i t i s s i i l f i e i ^ i t t o M e f < ii« 
i'roof* 4*0 
II 
r 4* 7 * M a t foi^ «3»Ji 
S t r € Bcpinoe f y 1 i a U g t e%«i«ti<»i sad 
tlie saac from tli« r s m i t i n g ti^F^ssSoa* flusi 
r c n t 
U I ) ( y xy • # lor* y'J • 
( >(y jt>y . itf y y' o \ y  \ / 
0*4 xy # y *y.y • • xy.y y 
8 
C I jwy X f j^ 
t o Aiipiy tti« liiaiastioiit ttippos* hf ooatioii if i i t t i t • « • • ]»foetis 
ft* t s ^ Col m ol>taiii 
0 • 0 
t M 
• D « t • I. IL 
t ^ II 
vb«t« f o r V m t , ii» 
CIS) 
« CW1I M , U S w I s 
Cr aqr • • ) 
0 1- t«fi 
• c ) s c - i r 
k«o * 
C y X • • • • • * tst* f r ' ) 
aod 
£ » ( " ) s ( . t ) " ' < T^ } iUM} iVf ) 
» lltso * 
R«pl.tte« y ^ <yi>1) ifi CliS) and si ibtraet <12) frosi tli« 
•3Eprcsaioii« i^ove t ba t m get 
f • f • •••• f 
u% uu n a 
Cts) 
f o r r • t «•*•» D 
C O ^ ^ k 
toio 
Cy xy • ••• • xy* y •••• y) 
kso 
iT X • * 5<y*y y' )j 
f t* 
a V I ^ tmt 
t p « a t { M ) s M ) C 1 M t-i t ) Ci^ « I 
a ' u ^^^ 
v t o e eoemetmt n % i 4 * } z M l C ^ > 
leta 
o f X r ( ^ I ^ tt ) iM ^f i t s ) m 
tli# t aav tfftr m In J ^ a i ' 
f h « e o « f f l c i « t t ^ ^ M ) ^ C ^ > ClWte)^ *® of 
if m r XT* r ) t f o r | « •*• ! a , of 
of (13) i s i a th f mme m f la f b e o m 4«l« 
a V I , 
ta« t C ). H C ^ I Ct.it) of 
IfPO * 
if . * • • for * « ti^f i«*«i a t iM IMEISI 
of ( 1 3 ) obtialaed us foUova i 
f h e eoa t r i lmt ioa t o t b t e o e f f l e t t a t of r « t 
( V t ^ i a ) froiB tls« f i r s t tarn of tii€ f i r s t of t l i t 
r c t a l t i a g i sp r t s s l oa oi^taiaoei tff » t t t t i ag f ^ i la i^Haa* of y in 
(fS) 
iui} ^ ^ ( . 1 ) ( ) ( t - i - k ) • 
— ^ ^ -rf > • < 1 . t . I > 
mid eon^ibi i t io i i to nt f n trm 
lii« t i r a of f i r s t W ^ e M of tHit F M i t l S f 
obtained hw puttiat f*^ pl%m of f In (l@) i« t 
iM} I I n ) Y C ) C t - 1 - i i ) ^ ^ j c " i f ; ' ) • 
^ , . ^ f n • t * ^ J 
f u e t^tttl. ornitarmtioa to t b * e o t t f i e i n k t of f x I t o * 
t t ^ f i r s t lraGk«t of tli* r c a ^ t S i i s i!ipr«0«iiii 4ift«r 
i^iattifig ffrf lit p i ao t of r in i t a) S«t 
( t , , ) ( x t - ^ t ) * - ® { ( ( t t i 
Ipio 
- t i S n H f r f i ^ c h ) 
. II ^ i i • i x2 
At tlitt eoBtriDatioB to t!ie e o « f f t e i i o t of 
ttom tH* Ci»t)tt i tvael i t t of tU t%m%tm§ 
obt^iiotd hf p i t t t io t 3N>I m of f la i t 
X ) ( t . , . . < , < I : ? , 
n. jUl 
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